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ПРЕДИСЛОВИЕ

Издавна было замечено, что пространственные фигуры нахо­

дятся в определенной геометрической связи со своими плоскост­

ными изображениями, полученными проектированием. Изучение гео­

метрической сущности этой связи и привело к начертательной гео­

метрии. которая до начала девятнадцатого столетия главнвм обра­

зом, основывалась на интуиции и поэтому всегда страдала отсутс 

ствием геометрической строгости и общности при достижении ука­

занной цели.

Этот недостаток в значительной мере был восполнен выдающимися 

работами Распара Монка и его последователей. Все разделы и зада- 

чи, сущесгвовашие до Монка разрозненно и обособлена друг от 

друга, были объединены под общей геометрической основой- методом 

проектирования пространственных образов на плоскость-изображе­

ния. Наконец, открытие теоремы Польке-Швариа. способствуя раз­

витию нового раздала начѳртатѳльной геометрии- аксонометрии, на 

много продвинула ѳѳ вперед, как стройную, в смысле логической 

строгости, геометрическую дисциплину.

Но несмотря не большие успехи, начертательная геометрия 

времен Монка, Польке и Шварца на смогла полностью восполнить 

вышеуказанный пробел, так как она основалась на элементарной 

геометрии Евклида и поэтому была не в состоянии вскрыть геомет­

рической сущности метода проектирования.

Классическая начертательная геометрия, как наука оформив­

шаяся раньше проективной геометрии, метод проектирования прост­

ранственных фигур рассматривает как простое пересечение проекти­

рующих лучей с плоскостью проекций,не видя в нем проективного 

преобразования, таившего в себе большие обобщающие розмокности.
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Поэтому она на смогла полностью разрешить вопрос простран- 

ствѳнности плоскостного изображения, остающийся актуальным и 

в настоящее время.
Известно,что методами Монжа,аксонометрии,Федорова,перспек­

тивы и числовых отметок точѳки,прямые и плоскости однозначно

проектируются на плоскость проекций и в совокупности определяют 
изображение всего трехмерного пространства Евклида, Показы­
вается,что в каждом отдельном изображении, ухе независимо 

от пространства, могут быть выполнены некоторые пространствен­

ные построения повиционного и метрического характера. Однако 

остается не доказанным строго, как далеко могут быть продол­

жены такие построения. Или, существуют ли построения, которые 

не могут быть осуществлены на плоскости проекций. И, наконец, 

нет решения вопроса и полной выполнимости воех позиционных и 

метрических построений.

Все это делает классическую начертательную геометрию 

такой же несостоятельной, какой она была до времен ііонха, и 

приводит к известной задаче построения плоскостных моделей 

трехмерного и вообще многомерных пространств. Эти модели, 

являясь вырожденными случаями обыкновенных пространств, 

дают возможность проектирование трехмерного пространства 

рассматривать как его проективное преобразование в вырожден­

ное плоскостное трехмерное пространство. При таком толковании 

проектирования, ряд сложных вопросов начертательной геометрии, 

одним из которых является выявление геометрической сущности 

взаимосвязи отдельных методов изображений, решаются чрезвы­

чайно легко методами проективной геометрии.
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Идея рассмотрения проектирования как проективного преобра­

зования связана с возникновением и созданием проективной гео­

метрии. Внимание исследователей было обращено на то,что проек­

тирование прямолинейных точечных рядов и плоских полей, есть 

их проективное преобразование. Поэтому, вся теория проективного 

соответствия прямолинейных рядов и плоских полей успешно была 

применена к задачам начертательной геометрии, и в настоящее 

время этот вопрос следует считать полностью разрешенным. Много­

численные в этом направлении полезные приложения общеизвестны и 

широко распространены в существующей литературе.

Однако приложение проективной геометрии не имело такого ус­

пеха в случае проектирования трехмерного пространства. Препят­

ствием явилось то обстоятельство,что при проектировании трехмер- ■ 

нов пространство на плоскость проекций проектируется в плоское 

поле, в то время как проективное преобразование трехмерного прост­

ранства дѳѳт также трехмерное пространство. Принятым в начерта­

тельной геометрии положениям,что прямолинейный ряд точек проек­

тируется в прямолинейный же ряд, а плоское поле также в плоское 

поле .противоречат случае когда проектируемый ряд точек и плоское 

поле принадлежат центру проектирования. При тагас условиях прямо- 

линѳйый ряд точек проектируется в точку, а плоское поле в пря­

молинейный ряд точек. Поэтому задачи, связанные с этим случаем, 

вызывающие немало затруднений; особо оговариваютоя и в ущерб 

стройности изложения, решаются специально для них созданными 

способами.

из вышеизложеннаго следует ,что проектирование точечного 

трехмерного пространства на плоскость проекций также есть особый 

случай его проектирования. Обыкновенным случаем будет проектиро­

вание трехмерного пространства на трехмерное же. Но с точки зрѳ-



начертательной геометрии, как прикладном науки, интеросн 

именно упомянутый особый случай проектирования. Для возмож­

ности выявления геометрической взаимосвязи и обобценной трактов 

ки методов изображения, а также общего решения задач начерта­

тельной геометрии необходимо,чтобы проектирование трехмерного 

пространства на плоскость проекций рассматривалось как его 

преобразование в трехмерное же пространство.

В настоящей работе предлагается одно из возможных изложений' 

материала по методам изображений, соответствующего указанным 

требованиям. I  гл. посвящена изучению-однозначности соответ­

ствия между проектируемым пространством и ого проекционным' 

изображением. Во второй главе проекционное изображение обоб­

щается на общий случай коллинеарного отображения пространства 

на плоскость. Решаются возникшие, в связи с обобщением, воп­

росы об основных предложениях центрального и параллельного 

проектирования. Затем, из установленных общих положений об 

изображениях, выполнением практических требований инженерного 

чертежа определяются практически приемлемые методы изобра­

жений. Наконец,в третьей главе, как дальнейшее обобщение кол­

линеарного изображения, излагается построение плоскостной модѳ,- 

ли трехмерного пространства. Четвертая и пятая главы посвящены 

позиционным и метрическим построениям л плоскостной модели 

трехмерного пространства. ’

Она предназначена для преподавателей кафедр начертатель­

ной геометрии, аспирантов, соискателей степени, слецсѳминар- 

ных занятий студентов и преподавателей кафедр геометрии пе­

дагогических Вузов.

6 ,
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ГЛАВА I .  ПРОЕКЦИОННОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ

§ I .  Однозначность соответствия между пространством 
и его плоским изображением

В проектируемом пространстве выберем произвольную плоскость 

проекций^" и центр проектирования £  . Произвольную (ри сЛ ) пару 

плоских полей 71./ и 7Х[ с прямой их пересечения X' примем за основ ные 

поля. Покажем,что при таких условиях изображение пространства, 

полученное проектированием из центра S  на плоскость У7~, будет

однозначно соответствовать проектируемому пространству. Действи­

тельно, проектированием из S  получим перспективные соответствия

Т Г 'ъ Ъ  , T r i e f e ,  х'тгХ. ( I )

Произвольная прямая,#7 пространства пересекается с основными 

нолями в двух точках $  и Д'х .П о  перспективностям ( I )  этим точ­

кам на плоскости проекций соответствуют однозначно две точки и 

, которые определят прямую 1Z, соответственную прямой /?' . И 

наоборот,произвольной прямой/2 на плоскости 7 Г , являющейся 

проекцией прямой д ', по перспективностям ( I  ) в прост -
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ранстве соответствует единственная пряная f i  . Здесь следует 

заметить,что прямая П на плоскости Ж не может быть задана 

без точек.#, и ./^.принадлежащих пдоскіи/м. . лоляи f t  я Жц . 
Различность прямых на плоскости проекций f t  обуславливается 

различными парами точек.принадлежащими основным полям. Напри­

мер, парой точек <?, и з б у д е т  задана отличная от П прямая .гЛу 

которой в пространстве по перспективностям ( I )  соответствует 

уже другая,отличная от прямой п '  прямая т ' . Точка / / ,  при­

надлежащей прямой п \н а  плоскости проекций f t  соответствует 

точка //^.принадлежащая прямой П . Но е с л и р а с с м а т р и в а ­

ется как точка принадлежащая прямой 6  , в связи с чем обозна­

чается другой буквой / £  ,то ей в пространстве будет соответ­

ствовать точка . / V 'принадлежащая прямой ^«отли чн ая  от точ­

ки f t f ' .
Произвольная плоокостьо^в пространстве пересечет основные 

поля f t / я по двум прямым Оу и ctjf пересекающимся на

прямой Х '.  Этим прямым по перспективностям ( I )  на плоскости 

соответствует единственная пара прямых <7, и Ог  полей Ж1 и Жг , 

которые также будут пересекаться на прям ой/ и определят поле- 

-плосяосгь с/.соответственную плоскости d i ' . Легко убедиться, 

что любой плоскости на f t ,  заданной двумя пересекающимися н а /  

прямыми (7, и Ог по перспективностям ( І ) ; в пространстве соответ­

ствует единственная плоскость сХ . Точка Т, принадлежащая плос­

кости оіу задается при помощи прямой/л , которая сама должна 

быть задана точками С,я принадлежащими прямым O',я Ог .

Таким образом,проектирование трехмерного пространства 

на плоскость проекций дает изображение,находящееся во вза­

имно однозначном соответствии с проектируемым трехмерным
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просграногвои. При этой,соответствие это сохраняет принад­

лежность элементов пространства. Точка,принадлежащая ярямой 

иди плоскости,изображается не плоскости изображения /гоже 

самое что и плоскооть проекций/ точкой,также принадлежащей 

изображению прямой или плоскости.

Однако особо оледуѳт рассмотреть изображения прямых и 

плоскостей,которые при проектировании вырождаются и поэтому 
называются вырожденными прямыми и плоскостями (плоскости 
изображений^ Здесь имеются в виду элементы проектирующей связні 

к і с центром в точке8  , т . а . ’ проектирующие прямые и плос­

кости,проходящие через центр проектирования $  .

Пусть пространство при основных полях ж} и из точки / /  

опроактироваио на пдоокость проекций JT (рис.2 ) .  Произволь­

ная проектирующая плоскость,например oil , с прямыми а /  и ,

на основных полях, изобразится в вида одной прямой сС , а
оС

.проѳктиру'ющие"прямые cj', é  ' c ' , лежащие в плоскосгн^спроеяти- 

руются в множество точек с/, Ь ,  £ ,  принадлежащих прямой d- . 

Поэтому Ггроѳ$ции всех точек и прямых плоскости U1 тем а 

раоположЬтоя на прямой оС . как например, M , m X t y  т .д .

Однако, несмотря на такое вырождение, 

проекции плоского поля оі в прямую оС , однозначность между 

проектируемыми элементами и их изображениями,расположенными 

на прямой оіу всѳ-таки будет существовать. Дайствитѳльно.поп-
! . I

режнѳму,произвольная прямая /л  плоскости «- .основные поля 

Л /  и Л^'нарѳоѳчет в точках,//, и ^'расположенных на прямых 

O'/и  О? , являющихся следами о і ' на основных полях. По пер­

спективностям ( I )  прямым Оі  и 0 І  на плоскости Л  ооответ-



ІО

ствуют слившиеся с прямой сС ,но. различные по принадлежностям 

прямые С/ и Ог  . Прямая О/ принадлежит полю J f4 , а Qz  

принадлежит полю ^  пересекаются они на прямой X  в един­

ственной точке Т )  соответствующей в пространстве точке 'Т '  

на прямой х '  . Точки Л І  и f l l  спроѳктируются в точки 

принадлежащие прямым Оі и и определят на изображении 

прямую пп ,соответствующую в пространстве прямой m ' . Точки 

M m , . .  и т .д . принадлежащие прямой' т  по перспектив­

ностям ( I )  однозначно соответствуют в пространстве точкам

. . .  и т .д . на прямой т Указанное справедливо и для 

проектирующих прямых of', 6 ', c '  принадлежащих плоскости о і ' . 

Любая из этих прямых,как .например, с / '  пѳра-сѳкает основные 

поля в двух точках . / 7 / и лежащих на прямых Оі и o j . Этим 

точкам на плоскости J7  соответствуют две точки, слившиеся в 

одну точку-У/и В£ . Но эти точки различны,так как одна при­

надлежит полю JTt , другая же полюЛ£. Поэтому на плос­

кость проекций ^он и  задаю^ ^оть  и вырожденную в точку, но J 

единственную прямую с / . Таким образом, особенностью плоскости 

проекций является существование не только обычных ,но и вы­

рожденных изображений прямых и плоокостѳй. Изображение проек­

тирующей прямой вырождается в точку, а проектирующей плоскости’ 

в прямую.

§ 2 . Выполнимость пространственных позиционных 

построений на плоскости изображений .

Усмотренная в предыдущем параграфе однозначность соответ­

ствия между пространством и его изображением,установленное проѳі 

тированиѳы /  центральным,параллельным или ортогональным/при-
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водит нао к результату большого практического значения. Ре­

зультат этот заключается в возможности выполнения на плоскост 

изображений (то хѳ самое ,что и плоскость проекций или плос­

кость чертежа ) всех пространственных позиционных и метри­

ческих построений. В настоящем параграфе рассматривается вы­

полнимость только позиционных построений.

Любое позиционное построение в трехмерном пространстве 

состоит из цепи последовательно выполненных элементарных 

построений,представляющих собой определенные геометрические 

операции над точками, прямыми и плоскостями трехмерного прост- 

раиствацопределяют конструкцию,соответствующую рассматривае­

мому пространственному построению. Но, как было показано, 

проектирование пространства на плоскость проекций,устанавли­

вает взаимно однозначное соответствие, сохраняющее принадлеж­

ность геометрических элементов. В силу этого на 'изображении, 

независимо от проектирования,могут быть выполнены все геомет­

рические операции,дающиѳ в совокупности изображение всего 

пространственного построения.

Разумеется нет необходимости показывать выполнимость 

каждого пространственного построения в отдельности. Это 

и невозможно, так как построений вообще может быть бесконечно 

много. Достаточно показать лишь выполнимость только основных, 

первоначальных построений аксиоматического характера, из ко­

торых следует выполнимость всех остальных возможных простран­

ственных построений. Эти построения следующие:

I .  Каковы бы ни были две точки, можно построить не более 

чем одну принадлежащую им прямую.

6



I

2. На каждой пряной существую*' по крайней лере два точки. 

Можно построить іри точки,на принадлежащие одной пряной.

3. Для каждой тройки точек, яе лежащих на одной пряной', 
ножно построить не более чей одну прохёдящуі) через них плбс- 

кость. На каждой плоскости существует по крайней нѳрѳ одна точ-
•Я

ка.
4. Двуня точкани, принадлежащими плоскости, ножно построить

I
1 принадлежащую этой плоскости пряную.

,  5. Если две плоскости инеют одну общую точку,то они инѳют 

! еще одну общую точку!

6. Можно построить четыре точки,не принадлежащие одной 

плоско 6'ти. ■

Покажем,что перечисленные выше основные построения действи­

тельно выполняются на пйоокости изображений.

Пусть на плоскости проекций.#* заданы (рис.З) основные 

поля Ж / я пряная их пересечения X  , являющиеся резуль­

татом перспективностей л / j ?  , * 1 * &г чХ%Х. ( I )  . Это оэна- 

чает.что по отношению к плоскости Jr в трехмерном простран­

стве заданы определенные основные поля # }  и Я г  и центр проек-

12 -

Рис . З  , Рис. 4
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Заметим,что в выполнимости перечисленных выше основных прост­

ранственных построений на плоскости по существу мы ухе убе­

дились в предыдущем параграфе. Но там все раосуждения всегда 

основывались на свойствах проектирования пространства иа центра 

£  .Теперь мы хотим показать выполнимость указанных построе-/
ний непосредственно на плоскости Ж  .пользуясь только размич- 

ностью п о л е й с я  Жг  , полученной проектированием из 

При этом поля fTi и Щ. имеют общие точки только на прямой X 

После этих замечаний приступим к выполнению основных простран­

ственных построений^не повторяя тевота формулировки каждого 

из них.

Построение I  ( р и с .З ). Пары точек на плоскости Ж  ііогут 

.быть следующие: принадлежащие полю Ж/ либо Жг  , как,напри­

мер, { Я , , B t)г {Я г , ^^.Принадлежащие различным полям, как 

например, (Л< ( ß , t В г)* (Я і, в г )̂  f e ,  ̂ Л ^ В о  всех этих

случаях для каждой пары точек может быть построена не более 
одной прямой. Например,для пар * (A i.ß P  прямые C?f M<?t . і

Первая будет принадлежать полю Ж, вторая с помощью пар 

(Ві, Вг}) (J f , ( d t ,  <^z) могут быть построены прямңе а (Ъ ,

d ,  e, d ..........  « . Ни одна из этих' пряных не принадлежит од­

ному из полей Tit и Дг • Допущение противного приведет к проти­

воречию с первоначальным условием о различности полей и . 

Действительно, допуотим.что прямая О  принадлежит полю?^. 

Тогда точка Л г  будет общей для полей и Я2  „Но они имеют 

общие точки только на пряной X • Следовательно, прямая О  

не может принадлежать полю Жі . Так как точки £ /  и dz  совпадают 
визуально ,нр по принадлежностям к основным полян-различнн,то

■ они опрѳделяютЧвмрвждадйую в точку прямую d  .



Построении 2 (ри с .З ). На Плоскости изображений прямая строится 

двумя точками,принадлежность которых к основным полям Щ и 7і% 

определена. Только при такихуоловиях может быть она проектированием 

из центра $  сопоставлена однозначно прямой пространства. 

Поэтому на каждой прямой должны быть указаны принадлежащие 

ей по крайней мере две точки. Например , на пряной ё  су­

ществуют два точки Вй , а на прямой /  -  точки Д и 2)г  .

Этими парами точек и отличаются они друг от друга хоть и 

изображены слившимися в одну прямую. Проектированием из 

центра £  прямым & и в пространстве соответствуют раз­

личные прямые ё '  и J2' .

На плоскости изображений всегда могут быть взяты три точки 

не принадлежащие одной прямой. Например, (JQ, (<Ргіве,Рг\
и т.д.Новизуально расположенные на одной прямой 

три точки могут также не принадлежать одной прямой.Например, 

тройка точек (В , /ihpfDx) и л и ^ З г .Р ^ .В ^и  т .д . не принадлежат 

одной прямой,-так как проектированием из 0  соответствующие 

им в пространстве тройки f # ,  J)\ «ш (В 'г ,Т>'г, В'і) не располо­

жены на одной прямой.

Построение 3 (рис.4 ) . Любые три точки д в е ^ / , &і  поля 

и одна d z  поля Л г  , как бы ни были они расположены на 

плоскости чертежа, не могут принадлежать одной прмой , ибо 

поляТ^иЯ ^ различны и имеют общие точки тЬлько на прямой X . 
Поэтому в любом случае они определяют единственную плоскость.

В самом деле, в силу выполнимости построений I  и 2 точкиA# 

^определят единственную прямую Qi . Пусть прямая Qi пересекает 
прямую X в точке р  . Точки Р  и C*2 определяют прямую (5,поля^£. .
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Полученные прямые <7, и Ог  , как принадлежащие полям и 
и пересекающиеся на прямой X в ючке р^г , определяют единствен­

ную плоскость <х .
Визуально расположенные на одной прямой точки . яв­

ляясь точками различных полей, такие определяют единственную вы­

рожденную в прямую плоскость.

На каждой плоокости всегда существует по крайней мере одна 

точка плоскости /^-пересечений прямых О, и ^определяющих плос­

кость на плоскости чертежа.

Построение 4 . (рис.4) .Пусть на плоскости чертежа прямыми 3 ,  

и 6г  задана плоскостьß  . Построим прямую £  определенную точ­

ками соответственно лѳжащим*ша прямых и è z ,  определяю­

щих плоскость. Нам уже известно, что перспективностями ( I ) , в 

пространстве прямой € ( Е і ) Ег) соответствует прямая £ ' ( E j , 

принадлежащая плоскости cL ' . В  силу этого можем заключить, 

что на плоскости нертВжа прямая t ( E 1tE j  также принадлежит 

плоскости JL . '

Построение 5 . (рис.4) . В этом построении мы рассмотрим 

случай .когда ни одна пара прямыx(ot 6 ,)  и /<7^,Доопреде­

ляющих две плоскости«/ и ß , на параллельны ( случай параллель­

ности указанных пар прямых будет рассмотрен ниже). Пусть пря­

мые и 6 f пересекаются в некоторой точке 3)t . Очевидно, точка 

^принадлеж ит плоскостям d  и Д  . Но точка J)z  -пересечение 

прямых а г и также будет принадлежать указанным плос­

костям. Таким образом,существованию одной общей точки двух плос­

костей сопутствует существование и второй общей точки. Этим и 

показывается выполнимость пятого построения.



Р и с . 5  Р и С .Б -С L

Построение 6(рис.5).Еоли на плоскости чертежа в плоском 

полѳ-^выбрать три точки J t z .& z f i z . нѳ принадлежащие одной пря­

мой, то любая точка D f плоского поля j t f  с точками , &г, Сг  

составит четверку точек не принадлежащую одной плоскости. До­

пущение противного приведет к существованию общих точек полей 

JTf и tr z  вне прямой X ,что будет противоречить различности ука­

занных полей.

При помощи перечисленных выше пространственных построений 

могут быть выполнѳнн на плоскости чертежа очень важные для 

дальнейшего пространственные построения.

Построение пряной пересечения двух плоскостей. Возмож­

ность выполнения этого построения на плоскости чертежа сле-

Рис.6 Рис. 7. Рис. 8
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Построй прямую пересчвния плоскоствй^З/йѵ, о ^ )я ^ f ß t t 6^){рла’^ ~ ^  

Как было установлено,точки и Д а  являются общими для плоск- 

K O oneüßfcfijO ^a  Поэтому прямая Ö опрѳдѳлѳнная

точками.#, и Л г  принадлежит обеим плоскостям и_представляѳт 

собой их пересечение. Однако могут быть случаи, когда построе­
ние прямой пересечения двух плоскостей, в отличие случая, пред­

ставленного на чертеже 5, требует дополнительных построе­

ний .
Например, при помощи основных пряных Of ,O z  и ^ ^ ( р и с . б )  

определяющих плоскости^ и ^  может быть построена только одна 
общая точка . Для построения второй общей точки необхо­

димо построить произвольную вспомогательную плоскость с/1 , 

пересекающую данные^ и f  плоскости по Я , / | .

Находясь в одной плоскости ( f  , прямые Я і Д г  * пересечен!

нии определят точку D s  , очевидно,принадлежащую и плоскостям 

ß i j ' .  Двумя общими точками/^ и JD« этих плоскостей опреде­

ляется искомая прямая Рц> "D<г .

Аналогичными построениями может быть построена прямая пере­

сечения двух плоскостей J  и f  (рис.7) с параллельным пря­

мыми 6г я 0 г аа поле . И в этом случае,имеется только одна 

общая точка ,/7, . Для построения второй общей точки прибегаем

к вспомогательной плоскости с/1 . Находим прямые Я ,5 г и (^/^пере­

сечения пос ледней с данными плоскостями У и о( . Точка пересечения 

2)р прямых BiBfH С di. будет второй общей точкой плоскостей У и 
Л . Поэтому прямая f a  будет искомой прямой пересечения. .

* S

2
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Построение общей точки трех плоскостей, не принадлежащих од -  

ной прямой. Согласно предыдущим построениям плоскости c(,ß и Ц'

(рис.8) вѳ принадлежат одной прямой, так как их попарные пе­

ресечения-прямые (Л1 Лг )л( В , В г ) г  (й і  С г )  различны. Но о дру­

гой стороны,они соединяют вершины треугольников Д  В /Еі и 

удовлетворяющих условию теоремы Дезарга-пѳрѳоѳчения сторон|, *»е. 

точки D ,z^ E ,z  и F,z лежат на прямой Л1 . Поэтому прямые 

В, В г  и Ci Cz пересекутся в одной точке М . Покажем принад­

лежность этой Точки всем плоскостям ß  и $  . В самом 

деле,прямые пересечения Д  Яг , B<BZ и С, С?г  принадлежа* плос­

костям J -,ß  и ß  . Следовательно, и точка их пересечения И  

также будет принадлежать указанным плоскостям.

Пост рознее точки пересечения плоскости и не принадлежащей 

ей прямой. Зададим на плоскости чертежа (  рис. 9 ) плоскость

<^(o,cfz )  и прямую Л / ß z  у на лежащую в этой плоокооти.

Нам уже известно,что для этого точки Д и  Я&) определяющие прямую 

ß f ß z  ( или по крайней мере одна из этих точек), не должны 

принадлежать соответственно прямым 67 и 6$г,определяющим плос-

йю . 9 Рис. 10
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Построим вспомогательную плоскомъ ß ,  проходящую ЧѲрѲ8 прямую 

Для этого прямые и Дг,пересекающиеся на прямой Х} 

должны проходить соответственно через точки Л і  и А г  . Прямая 

пересечения В43г вспомогательной ллоокоотн. .ß  с данной плос­

костью очѳвидно^ересѳчет прямую Л іД г  в некоторой точке^  

которая и будет искомой точкой пересечения данной плоскости 

с прямой Д /Д г . Действительно, точка Н  принадлежит тямой 

д г}лежащей в плоскооти . Следовательно,она принадлежит 

плоскости <Х . Но точка М  принадлежит твкже и прямой Д / Д е , 

как точка пересечения прямых Д/Д> и 5 ,  в^лѳжащих в одной 
плоскости ß  . Однако,искомая точка М  построена при помощи 

произвольно выбранной вспомогательной плоскости ß  . Необхо­

димо показать,что точка J4  единственна и ее местонахождение 

на плоскости чертежа не зависит от вспомогательной плоскости^-

В этом можно убедиться построениями непосредственно же плос­

кости чертежа.Если через прямую ^ А^провести другую вспомога­

тельную плоскость у  , то в силу показанного на рве.8 построе­

ния три плоскостиd ,j i  и У определят единственную точку A f. То же 
самое можно заключить и основываясь на однозначности соответ­

ствия чертежа и проектируемого пространства,устанавливаемого 

проектированием. Плоскости Ы и прямой AiA tfi пространстве одноз­

начно соответствуют плоскостьо^и прямая^', Аі .Существуют един­

ственная точка Af, общая для of* и прям ой А*, А^, проекцией которой на 

плоскости чертежа является точка М  • Допущение существования на 

чертеже . второй точки пересечения, полученной при помощи

второй вспомогательной плоскости У приведет к противоречивому 

заключению в пространстве- пересечению плоскости и не принадле­

жащей ей прямой в двух точках.



Теперь ужа можно п о к азе»  выполнимооть основных поогро — 

аний 1-6 для точек пряных и пдоокоохай заданных на пхоо- 

коохі чархака на обязательно элементами основных полей-9/ ■-S. 

как зхо делалось до онх пор.

Пусть^например, скрещивающимися прямыми Я і^ г .  и В , 8g. на 

пдоскоохи чархаха определены (рно.ІО) два точки/Ѵи А /.

Следует убедиться в адннохванносхи прямой Л  N  определенной 

этими хочками. Тройка точек B^Jh и Вг  принадлежит единствен­

ная плоскость о{, определенная парой пряных Qi и<3̂ нэ основных по­
лях /Гі и 'ЗТ^.ПржмвяN  лежит в этой плоскост и потому пересекает

пода J?z в хочка Сг  . Три точки-#, и /^ т а к ж е  определяют един­

ственную плоокоохь р  которой принадлежат точки М  и

УѴ ,<а' оледовательяо' ж определенная ими пршѳяWM Пересечением 

прямой flfА/о лрямши б /  и â g  определятся единственная пара тоі 

. ч ак^/И  2>2 принадлежащих соответственно основным полям J?i и
а
' Я г  . Таким образом мы убеждаемой,что для любой пары точек, 

на принадлежащих основным полян,можно построить адинотвенную 

принадлежащую им прямую /  выполнимое! роновного построе­

ния/. На прямой N N  существуют по крайней мере два точки М и 

A t . Существуют три точки М, N  и Т  на принадлежащие одной 

прямой /  выполнимость 2 основного построения/.Заметим,что 

точка F  прямой B t Ez  визуально хоть и лежит на прямой N N  л 

но там не менее с точками .А* и N  образует тройку точек не 

принадлежащую одной прямой. В самом деле,пряные 27/ и 

£  Z T)Z скрещиваются* та к. как.перѳоекают пряную X в разных 
точках.Поэтому прямые ,Д<2£и£/£гнэ чертеже образуют две опивши­

еся в одну, но различные точки & иF  .ПрямаяFflf отлична о т / / / /  .
В этом легко можно убедиться, если построить точки встречи пряиэі
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с основными полями Л іи Л г . Они будут отличными от пары

При помочи прямых (Я іА г)*  (Яі В г )  к(Лі(?г) зададим три точки М  

Т и Nt  не лежащие на одной прямой (р и с .I I ) .  Ни одна из этих 

точек не может принадлежать какому либо из полей Лч и Лг . Такое 

допущение .на основании основного построения^, приведет к про­

тиворечивому выводу о совпадении некой либо из прямых ( Л іЛц.), 

(Я/Вг), одним из основных полей. На чертеже Ю^выше

было показано,что отрезки N T  ,M N  и N T  определяют прямые встре­

чающие основные поля и Л% в единственных парах точек. Для 

построения такой пэры точек отрезка /Ѵ //,через три точкиЛі,Сі.,Агпро- 

|*дѳна вопомогательная плоскость^.Так как отрезок M N  лежит в 

плоскости оL ,то определенная им прямая в пересечении с пря­

мыми (Лі в ,г )  и І.Лг в а ) определит точки З і  и Иг  принадлежащие 

основным полям и Л£ . Аналогично для отрезков М Т  и N T  при 

помощи вспомогательных плоскостейß  и ^  могут быть построены 

/0, Bz  и L , F z . Треугольники МТ N  и Лг  в г  ̂ удовлетворяют, трѳ- 

бовэни: теоремы Дѳзэрга -прямые^ соединяющие вершины^проходят

(/ '
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через точку Л ,  . Поэтому пересечения соответственны! отороичіочки 

} Fg. и Иг лежат на одной прямой,принадлежащей полю./'» и пе­

ресекающей прямую X  в некоторрй точке £/к- Но,точки Lu, Кі ,3 ,  и 

& ,г  .обратным проектированием в пространстве соответствуют 

точкам Ь ,, к , , 3 ,  и  G/г, являющимся і общими для плоскости ж /  и 

плоскости ( Г определенной тремя точками м ',Л  и Т,' ооотвѳтствующ 

щимиоднозначно на чертеже точкам /Ч ,Т  и Л .
* /  ̂ rj J /* /

Следовательно точки и ,Л , ,* 1* и буд, лежат на одной прямой.

В силу этого точки L,, G/г  также будут лежать на одной

прямой. Таким образом, прямые ооновных полей h ,G ,z  и Е г &іг^а 

плоскости чертежа определяют единственную плоскость сГ, при­

надлежащую трем точкам уѴ, Л  и Т . (Выполнимость основного 

поотроѳнияз). Выполнимость основного построѳния^очѳвидна •

Пусть на чертеже прямыми S , p 2 >^,Bz , &&z, Л,Вг и (рис.І2) 

заданы две тройки точек Л В С  и в В Е ‘ каждая из них не принад­

лежащая одной прямой.Тогда, квк было показано выше, этими трой­

ками точек определяются единственные две плоскости S'fJl.B.C)* 

£ (В ,В ,Е ), Точка В  очевидно принадлежит обеим плоскостям. По­
кажем,что в таков случае для указанных плоскостей всегда молщо

построить еще одну общую точку.
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ПООТрОИМ ПЛОСКООТь/, проходящую червя ТОЧКИ/^, Сг  И S f  . 

Плоскость /проходит в через прямую Я  б  пересекая плоскости 

d  я ß } содержащие в себе прямые BE и D E , по пряный S, 6 * и 3,Ег . 
Поэтому прямые £ ,  и *5/^ перѳоѳкѳютоя с прямыми BE и DE в 

точках G и Ft лежащих в плоокости f  и определяющих п р ям у ю ^  і 

лежащую в этой же плоскости. Но, как Сыло указано выше, прям ая^^  

также принадлежит плоокости . ''Следовательно,прямые и GF ,

как лежащие в одной плоскости, в пересечении определят некоторую 

точку Н  общую для плоскостей (Г и £  . В самом деле это явствует 

из того,что прямые^С* и &F .пересечением которых является 

точка И , по построению принадлежат плоскоотям <Г и €  .

Таким образом мы убеждаемся в выполнимости основного пост­

роения 5 для плоскостей,определенных тройками точек,не принадле­

жащими ооновнын полям Яі г Л г  .

Выполнимость - основного построения^ может быть показана легко 

,{рис. 1 2 ).Точка*# не принадлежит плоскости £ у так как она не 

лежат на прямой НВ} являющейся общей, для плоскостей е £  . 
Поэтому четыре точки Я ,В ,Ц ^  не принадлежат одной плоскости.

§ з. Параллельность прямых и плоскостей

В этом параграфе мы рассмотрим основные пространственные 

построения на параллельнооть прямых и плоскостей. Как мы уже 

знаем,по8Иционныѳ пространственные построения на плоскости 

чертежа выполняются совершенно одними и теми же способами, 

независимо от того, каким проектированием получен чертеж- парал­

лельным или центральным* _ ,
Иначе обстоит дело при выполнении построений на параллельнооть 

прямых и плоскостей. Здесь уже с точки грѳния графических пост- ‘ 
роений существенное значение имеет каким проектированием по-
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лучен чертеж. Это следует из известных свойств параллель- , 

ного и центрального проектирований. Если при параллельном 

проектировании параллельные между собой прямые на плоскость
s

чертежа проектируются также в параллельные прямые, то при цен­

тральном проектировании они проектируются всегда пересекающими­

с я ,  за  исключением случая,когда проектируемые параллельные л р я -

плоскость проекции ж по направлению R ( р и с .1 3 ). В таком 

случае проектирующие плоскости ы.' и f i '  параллельны и в  пере­

сечении с плоскостью Ж определяют параллельные прямые AB  и 

СѢ .являющиеся проекциями прямых А 'в '  и С'ѣ' .

Если же параллельные прямые А'В'ж с'ѣ' (рис. 14) спроекти­

рованы из центра S 1 ,то  тогда проектирующие п лоскости ^ ' и ß ' , 

имея общую прямую S параллельную прямым А 'в ' и с ’ѣ ',пересе­

кут п л о ск о сть^ - по прям ы м и и СѢ, пересекающимися в точке ЕЕ° 

Таким образом, параллельные прямые д 'в 'ъ  сѢ‘ из центра S ' про­

ектируются в пересекающиеся в точке Е  ”  прямые AB  и СѢ .

Точка Е  очевидно, представляет собой проекцию несобственной 

точки Е’°°, в  которой пересекаются прямые А 'в ' и ^ ’.Поэтому 

ее называют точкой схода прямых A ß  и СЛ или просто несобствен­

ной точкой, хотя она и обыкновенная собственная точка плоскос­

ти чертежа ЗГ .
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/ / / / ̂   ̂<
В сличав, когда проектируемые параллельные прямыеf i t ß u c . / 5 )  

параллельна тек же и плоскости JT .прямая пересечения«?^ ока- 

яетоя параллельной плоскости Л  .Следовательно, проектирующие 

плоскости с(''Ъ  ß '  в пересечении с плоскостью чертежа определят 

взаимно параллельные проекции Л В  и 6 D  . Точка; схода £  °* 

этих прямых будет фактически несобственной точкой плоскости 

чертежа.

В соответствии с указанными выше соображениями мы можем опре­

делить на плоскости чертежа несобственную плоскость.которой 

будут принадлежать изображения всех несобственных точек трехмер­

ного пространства.

Спроектируем основные поля Я} и Яг на плоскость проекций.. 

7Гиз центра S  (рис. 16 ). Мы уже знаем,что каждая плоскость одноз­

начно определяется в пространстве двумя прямыми,принадлежащими 

основным полям Л іи ^ д  обязательно пересекающимися на прямой X •

Через центр проектирования S  проведан плоокости ß '  и '  парад-
/ /

дельные соответственно основным полям я . Обратимся к
f t

прямым пересечения плоскостей^? с плоскостью чертежа Я  . 

Прямые эти и ^ о ч е в и д н о , перѳсѳкутоя не прямой X  в н е к о ю -
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рой точка В ,ё  . Какой же плоскости в пространства соответствует 

плоскость ^"изображ енная на плоскости чертежа прямыми г// и г/г“? 

По построению, плоскости пересекающие плоокооть чертежа Д
СО с о  р О® f  С О

по прямым г/, и и г> проектируют несобственные прямые г/, и ѵг
/ t £- ° °  /" *°  5 / 00 \основных полей J7> и . Поэтому плоскость ^  / г / ,  ,

I со
в пространстве соответствует несобственной плоскости /£. , опрѳ-

, ,с* ,оо
деленной по отношению к основным полям Д", и прямыми г// и г£- 

Следовательно,на плоскости чертежа,полученного центральным проек­

тированием, одна из плоскостей несобственная, т .е  . соответствует 
несобственной плоскости пространства. В связи с этим параллель­

ность прямых и плоскостей на таком чертеже определяется их отно­

шением к несобственной плоскости.Прямые и плоскости параллельны, 

если они пересекаются на несобственной плоскости чертежа.

Вели основные поля (р и с .І? ) -^  и J?£  получены параллельным проец­

ированием, то прямые Я /Я г  и В,В>г  3 пространстве соответствуют 

п^іаллѳльвым прямым. Д е й с т в и т е л ь н о ,^ /^  на чертеже параллельна 

&}Вг  »кроме того,обе лежат в одной плоскости. Последнее

условие должно быть обязательно выполнено," так как одна лиіь 
* 1
параллельность на чертеже недостаточна. Например, на чертеже 

прямые Ö, Cz  и Д ,Д г , хотя и параллельны, но изображают скрещи­

вающиеся прямые ,Т8К как C1DI и Ce Dz  не пересекаются на пря­

мой X  . Плоскости d  и ß  параллельны,что легко устанавливается 

на чертеже параллельностью прямых Оу Нбі и ог  //^определяющих 

эти плоскости. Обратным параллельным проектированием прямым 

Of И 8>і и сігІІ&г. в пространстве на ооновных п о л я х ъ /и /7^ 

будут соответствовать также параллельные прямые <7/  и о? / /  

определяющие параллельные плоскости ' и ß  \  изображениямико-

торых являются на чертеже плоскости оі и ß  .
В силу свойств центрального проектирования,отмеченных выше,



черте*,изображающий параллельные прямые и плоскости,будет от­

личен от чертежа^полученного параллельным проѳктированиѳм.Как

мы ухе выяснили,в этом случае на чертеже (р и с .18) одна из пдос- 
h  “ V  00 00 ,костей I  ( V, t Ѵг  )  соответствует в пространстве несобствен­

ной ллоокости.]

Прямые 5 , № °  , С ', / / “  гЪ&М ^пересекаются в точке / / . “ лажа _ 

щей на несобственной плоскости Поэтому они являются проекциями 

параллельных в пространстве прямых в ,  М  , С,М  ,пѳрѳ
/ оО ' ' СО

секающихся в несобственной т о ч к е // , соответствующей на чертеже// .

Плоскости и р  представляют собой центральные проекции
/ Г  I

параллельных плоскостей в пространствен a ß .  На чертеже это ус­

матривается пересечением плоскостей и ß  на плоскости
я  °° п  °°  по прямой Jig  .

Основываясь на вышеизложенном,на чертеже возможно выполнить 

следующий пространственные построения на параллельность прямых 
и плоскостей.

Построение прямой, проходящей через данную точкѵ»и параллель­

ной данной прямой.

В дальнейшем для краткости, как это принято в начертатель­

ной геомѳтрии, чертежи,полученные параллельным или центральным 

проектированием,будем соответственно называть просто параллельным 

или центральным чертежами. Прямую /  принято іэкж е называть осью

чертежа или проекций: .

Р.ис.ІЭ Рис, 20



На параллельном чертеже (рис. 19) дана точка 

чѳраз нѳѳ следует провести прямую,параллельную данной прямой 

Bi Bg .Искомая прямая должна лежать в единственной плоскости, 

определенной точкой -М (Л іЯ г) и прямой /3, . Указанная плос­

кость может быть построена при помощи вспомогательной плоскости 

dL(a, ^ п р о х о д я щ е й  через три точкиЯ і ,В і, ^  Прямая B t M  лежит 

в плоскости^ и встречает поле в точке Cg на прямой Q g . 

Плоскость ß f é f ' è g ) построена тремя точками £>g ,C g и В і  с пря­

мыми на основных полях è t и ЬА . Теперь искомая прямая строится 

проведением через точкуJ4  параллели данной прямой B iß g  и оп_ - 

редѳляѳтся точками 1>і и .^лежащ ими на прямых 6 ,  и 6 g  .

Решение этой же задачи на центральном чертеже (р и с .20) сво­

дится к построению несобственной точки JV °° данной прямой В^Вг . 

Для этого следует построить точку встречи прямой Ві  Вг  с нѳсоб-
оо

ственной плоскостью 2  • Нам уже известно, что эта задача реша­

ется при помбщи вспомогательной плоскости проходящей через 

прямую Ві  Вг  и пересекающей плоскость 2. по прямой С1 Сг  .
С О

Искомая прямая будет J4JH • В самом дела, она проходит через 

данную т о ч к у // и параллельна прямой &іВг , так как пересекает
W °°ее в несобственной точке N  .

28
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паяной плоскости. На параллельном чертеже (р и о .2 І) заданы точка 

bj f f l f j f z j  ^ ПЛОСКОСТЬ d-fO ffiz), Построим искомую прямую . Для 

того чтобы прямая, проходящая через точку / / /% ^ ф ы и э  параллельна 

плоскости oL(af a z ) p на должна бытъ параллельной какой-либо пря­

мой на этой плоскости. Следовательно,надо построить произволь­

ную прямую 5 / Дг .лежащую в плоскости d  (Qi, О г), и через точку 

М  ( Я і Я г )  провести прямую параллельно 5 / ,  которая и будет 

искомой.
Таким образом,наша задача сводится к предыдущей. Но делѳсо^

■ образно вместо прямой В , В ,  воспользоваться прямой а ,  или а 2

плоскости <2- ,так как они У*э имеются, на плоскости чертежа» _
~  23 гг

Построим прямую Of параллельной'/ и в е  точку встречл  с осью 

соединим прямой 6Я с точкой-/^ . Прямые 6^ и определяют 

нейотррую плоскость ß ,  проходящую через точку/7  . Теперь пост­

роим прямую ///^п ар алл ел ьн у ю  пряной Ot . Прямая МС!г будет 

искомой . Она проходит через точку/*/ и параллельна плоскости </>, 

так как параллельна прямой й і этой плоскости.

Решим теперь такую же задачу на центральном чертеже.Через 

точку М(ЯіЯг){рис. 22) проведем прямую,параллельную плоскости 

cL(Oi t Oz )  . Необходимые построения в случае центральной проек­

ции проще в сравнении с построениями на параллельном чертеже. 

Т о ч к а п р о и з в о л ь н о й  точкой J> °°  на несобственной пря­

мой Bf è j °  плоскости•^/«зѴ.'ЗгУопрѳдалит искомую прямую /У 23°Т  

И здесь лучше воспользоваться уже имеющѳйоя несобственной точ-

-і 
>і

.
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кой о,  или . Прямая / /Ö , также параллельна данной плос­

кости cL Пересечение CLпрям ой/Ѵ в^с основной плоскостью

строится при помощи плоскости Построение точек

пересечения прямой М D° °  с основными, полями /^«/^сравнительно 
сложно

Построение плоскости-.проходящей через данную точку парал­

лельно данной плоскости. На чертеже плоскоети,проходящие через 

точку.строятся проведением последних через прямые,при помощи 

которых определяется точка. Поэтому поставленную задачу следует 

решить в такой последовательности: сначала через заданную точку 

провести прямую,параллельную данной плоскости, а затем через эту 

прямую- искомую плоскость.

Например, пусть то чк а // задана при помощи прямой -ЯіЯг 

(рис.21), вообще не параллельной заданной плоскости c L ( o t / 0&). 

Строится прямая / /^ п а р а л л е л ь н а я  плоскости d{cr,c/z)  , т .ѳ . 

решается предыдущая задача. Так как п р я м а я п а р а л л е л ь н а  

плоскостиoL fa t,O g )t і °  через нее уде возможно провести искомую 

плоскость. Прямую dz  проводим параллельно прямой -а c f ,-па­

раллельно <7 у . Определенная этим прямыми плоскость ^  искомая.

В самом деле,она параллельна данной плоскости; так как d , / / О/Я 

dz  // о  г, и принадлежит прямой СЛМ .

Аналогично решается задача и в центральной проекции (рис.22 ). 

Через точкуД/^заданную при помощи прямой построением,описан­

ным в предыдущей задаче, проводим прямую в Г ’Сг,.параллельную 

данной плоскости ^ (О і,аг). Плоскость принадлежащая

трем точкам 5 / искомая.  Она содержит точку // , так как
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прямая ß f  Cg лежит в этой плоскости и параллельна плоскости^ 

данной, в силу первоечѳния п л о ск о стей //^c/g^ и d-(ch  flgjxto нѳсоб-
ß oo /j öo 

/ Ojj .

Основываясь на решениях вышеуказанных трех задачу в параллель­

ной, так же как центральной проекциях^ на параллельность прямых и 

плоскостей в плоскости чертежа можно решить любую простран­

ственную задачу.

§ 'к  Выполнимость метрических построений

Общий проективный ’-'гляд  на метрику евклидового простран­

ства дает возможность метрические построения на плоскости чер­

тежа свести, к пространственным позиционным построениям, изло­

женным в § 2. Как известно, с проективной точки зрения все 

метрические построения на плоскости определяются заданием 

эллиптической инволюции на несобственной прямой,называемой абсск- 

абсолютной инволюцией или просто абсолютом плоскости. Совокуп­

ность несобственных прямых всех плоскостей и несобственных 

точек,перпендикулярных к плоскостям прямых, заходятся в по­

лярной связи на несобственной плоскости пространства. Поляр­

ность эта называется абсолютным поляритетом или просто абсолю­

том пространства. Так как все абсолютные инволюции эллиптичес­

кие, т .е .  двойные точки все мнимые ,то абсолютная полярность 

не может иметь инцидентных'соответственных элементов. Поляра 

и полюс абсолютной полярности не могут совпадать. Но совпа­

дение в полярности на плоскости вообще происходит на фунда­

ментальной кривой. Следовательно, фундаментальная кривая 

абсолютной полярности непременно мнимая.

Докажем,что фундаментальная кривая абсолютной полярности
5Я

представляет собой мнимую окружность.Доказательство основывается
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на простом свойства окружности,отличающем ее от други:: кривых: 

второго порядка. Вса сопряженные диаметры всех окружностей, в 

том числе и мнимой, перпендикулярны.

На произвольной плоскоети#рис.23) пространства из ее произ­

вольной точки О*спроектируем абсолют этой плоскости. В резуль­

тате очевидно, получим ортогональный пучок прямых с центром 

в точка о '  и с сопряженными прямыми а '±  а  ", б  'J .  ит-д^ 

определяющими эллиптическую инволюцию пучка. Если теперь, из
f // / f

точакА ' и N  прямой о ,  равно отстоящих от точки О , елроекти- 

ровать все сопрякѳнные точки абсолютной инволюции, как напри-
I п

мер, точки ,то пересечения соответственных лучей

С"°° А/' s  д /  ) образуют окружность / с '  * Окружнооть К.' 

пересекает несобственную прямую плоскости ß  'в  циклических 

точках абсолютной инволюции 6 ° " .  Вращением окружности К  вок­

руг диаметра n 'a/ " образуется шаровая поверхность R .' о центром 

0 ‘ . Плоскости больших окружностей и сопряженные с ними диамет*

ральныѳ прямые, как например, будут проектировать абсо-
/

лютную полярность несобственной плоскости ж трехмерного



33

пространства.Мнимая кривая,описанная циклическими точкѳми 

абсолютной инволюции 6 ° “ при вращении окрукнооти к '  вокруг 

прямой А/'л/ является пересечением шаровой поверхности /? 'с  не­

собственной плоскостью é  и поэтому представляет собой мнимую 

окружность К'о=. Но эта окружность состоит из циклических точек 
абсолютных инволюций на несобственных прямых,полученных вращением

прямой иіввокруг точки Д Ів .Отсюда следует,что лорялы циклических

точек будут касаться окружности / Г " .  Следовательно,окружность 

/г^явится фундаментальной кривой абсолютной полярности. Таким 

образом шаровая поверхность Я '  и абсолютная полярность ( обоз­

начим ее ч о ре з/І ̂ находятся во взаимно определяющей связи. Абсо­

лютная полярность П  "определяет шаровую поверхность/?'’ н а о ­

борот, заданием шаровой поверхности Я '  задается и абсолютная пс 

полярность

Проведем произвольную плоскость перпендикулярную прямой 

о '  (рис. 23) и пересекающую ѳе в некоторой точке./? . Полярная 

связка ( О1) в пересечении с плоскостью t - '  определяет поляр­

ность П  , являющуюся проекцией абсолютной полярности /7®“. 

Покажем,что фундаментальная кривая полярности П  также мнимая 

окружность. Действительно, точка Я  соответствует несобственной 

прямой Сі00 плоскости £ и  представляет собой центр поляритета^ 

а проходящая через него прямая £  -  диаметр, на котором разделяю­

щая пера В  7сВ, ~кЯ<** определяет эллиптическую инволюцию.

Ввиду перпендикулярности прямой Ь к диаметру сопряженный 

с ним диаметр 5вобразует прямой угол % -ЬЬ0 . Применяя аналогич­

ные рассуждения к любому диаметру, можно заключить,что все 

сопряженные пары диаметров поляритетаП  перпендикулярны, и

3
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следовательно его фундаментальная кривая мнимая окружность.

Рассмотренная связь полярнооти П  с абсолютной полярностью 

/7U »  дает возможность построение соответственных: элемен­

тов полярной связки (О ') свести к построению соответственных 

элементов поляритета П  .
✓  / л / 

Пусть т  произвольная плоскость пространства, а точка и

центр полярной связки (рис.24). Из о 'на плоскость ' опускаем 

перпендикуляр о 'Л . В плоскости 4. построим окружность Д  с 

центром.# и радиусом,равным отрезку О'Л. Этих данных достаточно 

для построения соответственных элементов поляритета/7 .Построим 

например, точку^соотвегственную прямой 6  . Из центра.# на прямую 

8  опускаем перпендикулярЯ & . Затем восставляем перпендику­

ляр к прямой ß ß  из точки ß  до встречи с окружностью Д  в 

точке О'о .Проводим прямую Ooß  и восставляем перпендикуляр 

к ОоВъъ точки О0 до встречи с прямой ß ß  в точке В  .кото­

рая и будет искомым полюсом поляры В . Очевидно прямоугольный 

треугольник 80'о В  равен треугольнику В О 'В .  Поэтому плос­

кость определенная полярой В и центром полярной связки 0'3 

перпендикулярна к прямой O 'ß  . Они соответственны в полярности 

овяэки ( О'} и проектируют соответственные элементы поляру б'°°- 

и полно В о» абсолютного поляритета п'°° . Аналогично при по­

мощи прямоугольного треугольника ВОо D  равного треугольнику!?^# 

отроим полюс Ъ , соответственный поляре d  • Полюс jD и поляра 

определяют плоскость^ и прямую О1! )  .соответственные Аполярно­

сти связи (О 1) '  -^к могут быть построены все соответственные

элементы этой связки. (
После "указанных особённостѳй абсолютного поляритета /7 °° и

его изображения П , можем приступить к выполнению метрических
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построений на параллельной и центральном изобраканиях. Разу­

меется, достаточно показать выполнимость только лишь основных 

матрических построений аксиоматического характера, из которых 

следует выполнимость всех остальных.

I .  Из любой точки может быть опущен перпендикуляр на дан­

ную плоскость.

2 . Из любой точки может быть опущен перпендикуляр на данную 
пошлую.

3. Вокруг каждой точки может быть описана окружность дан- 

ного радиуса.

4. О т  л ю б о й  т о ч к и  д а н н о й  п р я м о й  м о ж е т  б ы т ь  о т л о ж е н  о т р е з о к ,  

р а в н ы й  д а н н о м у  о т р е з к у .

5. От любой прямой может быть отложен угол,равный данному 

углу.

Покажем сперва выполнимость этих построений на параллельном 

.чертеже. Как мы уже убедились выше, задание абсолютной поляр­

ности равносильно заданию полярной связки проектирующей эту 
полярность. Теперь покажем ,что для изображения указанной связи 

необходимо иметь на чертеже изображение произвольного тетраэдра 

с измеренными в пространстве ребрами.

Пусть на параллельном чертеже /р и с .25/ длина ребер тѳтра- 

едра.Я/б/гСд^задзны, При помощи этих длин построим развертку
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данного тетраедрэ fl°D z  соответствием В ,г ,

РлРгГ* tfifhpi! построим изображения С,е Ег  и4г/^перпендикуля­

ров С%Е£ и В# Fe°t опущенных из вершин С,  ̂ и 8,°г на противополож- 

ные стороны треугольника В ^ С ^ В ^ .  Аналогично аффинными 

соответствиями Я , ,B iz ,D z iP  Я°, ,Я г  и ^ /г ,Я г  ^~-Я< > 

могут быть построены изображения.#,/^ и f l t Gz перпендикуляров 

Д ,°Н І  и Я ,0 &А° опущенных из вершины Я °  на с то р она д Г  ß,° и 2>/ Ct°B 

Теперь легко построить изображения плоскостей ß  и у  соот-
/ I

ветству.ощщих в пространстве плоскостямß  и j f  перпендикуляр­

ных к ребрам ß izD z  и Зв С проходящих через вершину JQ' .

Для этого через точки Ht v, следует провести прямые Hz TlZv &г Яіг 

параллель .о перпендикулярам E n E ß \  іЗ,2 Рг . Плоскости ß  и £  

определяются на чертеже треугольниками Иг Я, Тц и Gz K,t ßr  Пе­

ресечение плоскостей ß  и f  .прямая Д, (^представляет собой изоб­

ражение перпендикуляра,опущенного из точки Д І  на п л о ско сть^ . 

Длина же указанного перпендикуляра определяется высотой Я РО в 

треугольника Нг Я °  Тігпостроенного отрезкамиЯ°Яе,Яг 7ц и Д °7 )/ 

имеющимися на развертке, ймѳя на чертеяо изойракѳние перпен­

дикуляра Я ! 0В и его длину, А° 01 можно показать выполнимость 

песечислелных выше основных метрических построении.

Прежде всего построим полярную связку,проектирующую абсо­

лютную полярность. Пусть на чертеже (рис.26) построениями,

іа і-с
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перпендикуляр ЯіО% и его длина-отрезок ОгЛ,° отлокѳн по

прямой НцОе  Направлениями уже построенных высот треугольника 

^ •^г^гч ѳ р ѳ з любую точку б'в плоскости JT£ можно провести две 

пары сопряженных направлений Ог,Ог  и б*, &г .которые, кая изоб­

ражения взаимно перпендикулярных прямых,будут разделяющими 

парами и в пересечении с произвольной прямой образуют эллипти­

ческую инволюцию точек Любой паре точек этой

инволюции, например,^ т г Сг , в пучке ( ^ )  соответствует новая 

пара сопряженных направлений Cz *;Ct .

При помощи пучка (St ) сопряженных направлений могут быть выпол­

нены все основные метрические построения в плоскости.

Построение 2.Иа точек У/г опустить перпендикуляр на прямую 

N 2H, . В пучке прямых/^,) построим прямую ^параллельную  пря­

мой Затем определим прямую Сц. инволюционную Сц. ,и через

точку/У, проведем прямую N z /Уг>лараллѳльную Сц »которая и 

будет искомым перпендикуляром.

Построение З.Вокруг точки Рг описать окружность радиусом 

. Отложим отрезок P>NZ iпротивоположный и равный отрезку 

Pgrfi* через N i проведем произвольную прямую/ 4 / ^  из Nz 

опустим перпендикуляр (построения 2 ) .  Треугольник

прямоугольный, с прямым углом при вершине . Так может быть 

построено любое количество прямоугольных треугольников с об­

щей гипотенузой Дг /Ѵ .̂ Вершины с прямыми углами этих треуголь­

ников образуют эллипс /^соответствующий в пространстве окруж­

ности /fj в плоскости Жг . Поэтому на чертеже эллипс /Гд будет 

"окружностью" плоскости радиусом,равным данному отрезку Pz Nt .

37
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Построание4.Дан отрезок £ « / і ;  следует отложить его по 

прям ой^ от то ч к и /У /. Если по трем точкам Я г  Ее Т построить 

параллелограмм M zE 2 Fz Hz, то отрезок /У / Hg будет равен от-, 

резку Е яЕг . Теперь из точки Дг° опишем дугу Лг радиксом Н ІН г  

( построениеЗ). Пересечение дуги Лг с прямое t z определяет 

точку .Отрезок Я г ^ г  будет искомым.

Построение 5 . Данный угол 4  t ? h z отложить в какую-лиоо 

сторону от луча hz . Из точки L g  луча t z опустим на луч h z 

перпендикуляр Lz Тг  (построение 2 ) . 'Треугольник f ig ТгLz прямо- 

угольный^с прямым углом при вершине Tz . Ha луче h z от точки R z 

отлоном отрезок Я ^^равны й отрезку (4 построение). Затем 

из точки Тг восставим перпендикуляр (построение 2) и на нем 

отловим отрезок Тя Л2>равный отрезку Тг h z  (построение 4 ) . Постро­

енные прямоугольные треугольники ßzL zTg и Яд L z TZlочевидно, равны 

и поэтому ?гол 4- hg t 2 равен искомому углу 4  Ьг .

Основываясь на возможности построения в плоскости ТТх.окруж­

ности любого радиуса , из центре радиусом 0г А*. , равным 

перпендикуляру * мы можем описать окружность К% ,

которая согласно рис. 24 , вместе с точкой Aj определяет 

полярную связку ("А) , проектирующую абсолютную полярность.

Рис.27 Рис.28
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Тойѳрь ужа можно показать выполнимость первого основного 

мотричоского построения перпендикулярных прямой И ПЛОСКОСТИ

Построение І.На параллельном чертеже (рис.27) т о ч к о й ^  и ох- 

:румиостью/Гг задана полярная связка (S i) . Из данной произволь­

ной точки -М(ЯіЯе)надо опустить перпендикуляр на плоскоеть<//^,4і 
Через точку g  проведем плоскость öTfÖf, СІг ) .параллельную 

плоскости °((йі, Точка касания (касательной к ок­

ружности Кг и параллельной прямой ) и центр Ог определяют 

прямую 2)г Ог сопряженную с направлением Ог . В инволюции на 

прямой 2>xOZt определенной двумя парами точек Лг 7ГІ)Л и 

точки Сг  будет соответствовать полюс Cz прямой Oz  . Как нам 

уже известио/ .ввиду полярной сопряженности плоскости JL и пря­

мой они будут перпендикулярными. Проходящая через данную
точку /Ч С А і)А і)  пѳрэллѳльно S iC z  прямая М В^  (рис.19 ), 

очевидно^будет искомым перпендикуляром.

Такое построение дает возможность в любой плоскости 

определить инволюционный пучек прямых, проектирующий абсолют­

ную инволюцию данной плоскости.

Построим инволюционный пучек сопряженных направлений для 

произвольной плоскости z/~(ot, О г) (рис. 28) при полярной связки 

( ? і)  . Через S ,  проведем прямую Лг  параллельную Cf1 и 

точке построим инволюционно-сопряженную точку Jlz  в инволю­

ции определенной парами точек5г т г5 г и О^тсО-?Г Плоскоеть/5/£/,4гУ 

сопряженная с прямой ОѴ в полярности связки (Зі)}будет перпен­

дикулярна прямей <7Ѵ . Теперь построим точку Сг  инволюционно - 

сопряженную с точкой Cz  в инволюции с п а р а м и ^  -rr2)& /Oz'*'Qi на 

прямой сопряженной с направлением cfg_ . Плоскость/у#,<э££°пря-
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женная с прямой а  параллельной ö z  , очевидно перпендикулярна 

этой прямой.

Таким образом, плоскость.# СЛ, ^перпендикулярна прямой ОѴ 

лежащей в плоскости оі( о і ,(Уі ) . Поэтому прямая^удет перпенди­

кулярна прямой Е ,Е г  являющейся пересечением указанных плос­

костей. Плоскость ж ^^^ерпендикулярна прямой Ог  . В силу 

этого прямая а г  перпендикулярна прямой пересечения Ff С£ 

плоскостейJ.(at/Oz) и f ( d t l d t) .

Итак, в плоскости U (o f,O z)  мы получили две- пары сопряжен­

ных ; т .ѳ . перпендикулярных направлений 0 ,± Е ,  Ег и 0 ^ 1 . F ^ .

При помощи этих пэр с центром в любой точке плоскости U fO fß z )  

можно построить инволюционный пучок прямых , проектирующий 

абсолютную инволюцию плоскости d(Q 1 tQ%)  . Пусть Л/«-пронз- 

вольная точка этой плоскости. Прямые Q^,Oo{ и £ я , , проходящ* 

через Мы, ■ соответственно параллельные сопряженным прямым 

иЯ ^С^определяю т инволюционный лучвк.Пользуясь указанной воз­

можностью, в плоскости o((Qa,Q^ могут быть выполнены метрические 
построения точно так, как это было показано выше для плоскости 

^.П оэтому, минуя основные построения 2 3, выполнимость которых

очевидна, покажем выполнимость последующих метрических построе­

ний.
Построение 4 . На прямой J h ß £ дан .отрезок -MN и требуется 

отложить его (рис.29) от точкиMJßno прямой ßi&2,V  помощь» изве 

стных построений через три точки А^Уи/^проведем плоскостьp(B<fy 
и построим в этой плоскости параллелограммУѴ/Ѵ'/^з/^.Очевидно 

отрѳзокИ^в/^равен отрезку M N . Затем в плоскости ß  /4з центра 

^^радиусомЛ^^опиш ѳм дугу окружности Ңр до встречи в точке 

NJfiс прямой пересеченияС4Сг плоскостей р  и U  . Далее, из центра
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рис.29 ри с.30

Maß PaW o o u  Matß в плоскости o( опишем дугу окружностиАі* 

до встречи с ÖjSjB точке / /# .  Отрезок/Ч^М* -искомый,так как он

равен данному отрезку M N  и отранѳн от точки Мир по данной 

примой 5, Bz .

Построение 5. Пусть л .иоскэог:і J - fc h .a ^ d u си Qu,èu

(рис.30) и требуется отложить его от луча с/р  плоскости 

ßfihfytfa  какую-либо сторону.

Построим прямую п ер есеч ен и я^^ *  плоскостей J. и . С какой 

либо точки Си луча <5„< опустим перпендикуляр & &  на луч O'M , 

(построение I )  На луче Од отложим отоедокДв равный отрезку 

Ли В и і построение 4) і'із точки 0д восставим перпендикуляр к пря­

мой Од отложим на нем отрезок Вр  рѳвныи отрезку ВлС*

( построения 2 и 4 ) . Прямоугольные треугольники Д иВиС ^к Я р  ВрСр  

..авны. Поэтому у г о л  dp Ьр искомый. Он равен данному углу^-О^Вл 

и отложен от луча Ор плоскости^.
Выполнимость основных метрических построений на централь­

ном чертеже доказывается аналогично тому , как это было по­

казано для параллельного чертежа.

Исходя иа известной общей проективной точки зрения на метри­

ческие построения в евклидовом пространстве, метрические построѳ-і- 

епия на центральном изображении связываются с изображением кру-
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/  ОО
гового поляритета на плоскости с  являющейся, как нам 

ужа известно, центральной проекцией несобственной плоскости
//ос.
Z  пространства.

По свойствам, центрального провтирования .которые будут нас­

матриваться во второй главе, на плоскости чертежа абсолютная 

полярность изображается без искажения. Поэтому.полярно сопря­

женные элементы на центральном чертеже строятся сравнительно 

проще , чем на параллельном. При этом центр полярной связки 

совпадает с центром центрального проектирования.

/  о с
Если Z  “  изображение несобственной плоскости (р и с .З Ц о -  

основаниѳ перпендикуляра упущенного из центра проектирования на 

плоскость центрального чѳртѳжа, аУ^<9-ѳго длина, то окружность 

/г  с центром в точке О и радиусом So О будет, (как принято в 
литературе ее называть, дистанционной окружностью.

Для построения полюса прямой точки О на эту.,

прямую опускается перпендикуляр О и отроится прямоуголь­

ный треугольник С £ °  высотой O SJ. Точка С ^ °  г будет

искомым полюсом прямой Т
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Построение I .  Пост роение перпендикуляра .опушенного из денной

точки на данную плоскость. Пусть дана плоскость Ы,(Оі,Ох)

(рис. 31); из точки У І(в+ Ві) требуется опустить на эту рлос- 
кость перпендикуляр. Указанным выше способом строим полюс

несобственной прямойДі*/^ п л о с к о с т и  О*). Прямая, сое­

диняющая точкиС^**и М  , будет искомым изображением перпендику­
ляра с £ *  Af' 5 опущенного из точки М ' на. плоскость ,£ 1 )

в пространстве.
Возможность выполнения четырех остальных основных метрических 

построений следует из первого основного построения.

Для каждой плоскости может быть построено изображение абсо­

лютной инволюции. Например, изображение абсолютной инволюции 

ПЛОСКОСТИ о1(&1 ,Oi){yiAQ.32) строитсянслѳдующим образом: і

Из О на прямую опускаем перпендикуляр O C ^. Затем ду- '

гой радиусом на прямой ОС^ засекаем точку .которая

на прямой уЧ^опрвдвхяв т инволюцию ^ / ° .  Каждая пара инво-
" pp

ционно сопряженных точек, к а к , н а п р и м е р и  в ^ ,стр о и тся  при 

помощи соответствующего прямоугольного треугольника ö £ °£ 0' ß J T
со  ■—о о  ^  ^

Прямые и 5 ^  . изображения взаимно перпендикулярных
прямых ^ Г / ^ / И  д^> ^ / в  плоскости d f a  f  ) О г)
. Построение " окружности"/^ данного радиуса Ovtfot. осуществляв 

ется совершенно аналогично выполненным нами для параллельном 

чертежа построениям. Строим гармоническую четверку точек

и из точек и проектируем сопряженные
Щ (У5

точки инволюции . .Точки пересечения соответственных лучей 

опрѳделяюті'окружность" ÄU данного радиуса.

Аналогично могут быть выполнены все остальные основные 

метрические построения.
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ГЛАВА П .  КОЛИИНИАРНОВ И ЗО Б Р А ЗИ Ш Ь  

§  5.  О б о б щ е н и е  п р о е к ц и о н н ы х  и з о б р а ж е н ий

В первой главе изучались свойства изображений пространства, 

полученных путем его проектировании на плоскость проекций.Было 

показано,что выбрав в пространстве произвольную пару основных 

полей и Д^пересекзющихся по прямолинейному ряду А1/и  спроек­

тировав их из заданного центра проектирования /У / на плоскості 

проекций Н . ,получим п о л я - ^ и ^ с  общим прямолинейным рядом X  

находящимся с ними в перспективном соответствии:

7г и  (Х 'І 7г(х ). ц )

Перспективности ( I )  устанавливают однозначное соответствие 

между проектируемым пространством и его проекционным изображе­

нием на плоскости проекций Н  . Мы убедились,что благодаря 

этой однозначности соответствия на проекционном изображении 

пространства могут быть однозначно изображены точки .прямые 

и плоскости и выявлены их пространственные отношения .Были 

доказана возможность выполнения над изображенными элементами 

пространства всех позиционных и метрических построений,прив­

лекая для этой цели проективную точку зрения на евклидову 

метрику, как на проективные построения,.связанные с абсолютным 

поляритететом на несобственной плоскости £  ю.

Переход от элементов проектируемого пространства к их изобра­

жению на проекционном изображении осуществляется не проектирова­

нием каждого в отдельности, а только лишь проектированием их 

связей с основными п о л ям и ^  иД^.Остальные построения уже ііогуі

быть выполнены недосрѳдственно^на плоскости чертежа и незави­
симо от проектирования .
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О д н а к о  С GO_,ÖK i i p O ' - " x . . u nU». ТОЧКИ з р и н и я  Н е т р у д н о  j ’CMOT- 

р е а ь  в о з м о ж а о с г ь  o J c ü  1 о д п с з н а ч н о ; ’ с в я з и  п р о е к т и р у е м о г о  

п р о с т , junCTDB и е г о  п р о е к ц и о н н о г о  и з о б р а ж е н и я  н а  п л о с к о с т и  п р о е к ­

ц и и .
О с т е с т в е hnO ч т о  п е р с п е к т и в н о с т и  ( I )  м о ж н о  з а м е н и т ь  к о л л и ­

н е а р н о с т и ; . : : :  ( 2)

, J?2 7Г ЛЛ и (х1) 7г(х). (2)

Иначе говоря,произвольным полям f l  и f l  изображаемого прос­

транства на плоскости изображений И можно сопоставить кодлинѳ- 

арные им поля % и f t тан ,чтооы общему прямолинейному ряду ( х ‘) 
полей f \  и f l  по обеим воллинѳациям f i n  я, и f l  ж- я г на 

плоскости Н соответствовал единственный прямолинейный ряд (X).
Покажем,что такой подбор нодливѳарностей всегда возможен. 

Пусть в изображаемом пространстве ^рис.ЗВ) выораны основные

Рис.33 Рис.34;

ПОЛЯ f l  и я [ с Общим ПряЫОЛИНѲЙНЫМ РЯДОМ. На прямой X'  
выберем произвольные три точки ЯІг , В,'г , С,'г и через них

п^ов,.дѳм пряыыѳ а] S ’, c', ...лежащие в плоскости я,' , и прямые 

аг , 6г ,  с 'г > -лежащие в плоскости^' .Аналогичные построения 

выполним на плоскости изображений^ .На произвольной прямой х  
выделим произвольные три точки Лц,В,г , с к  и через них проведем
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прямые а, тА и с1 ,оінесѳвные в полю х ,, и прямые аг,В г с г 
отнесенные в полю 7TZ .

Тѳпѳрь чѳтвѳркѳ прямых х /  сопоставим прямые K p fo f iu

Прямым же x 'ß z ,  bz, сг^-прямые X, dz, bZ)CL. Очевидно указанные две 

пары четверок прямых определю! как рэз коллинеарности (2)1

JTifx', оѵ, б 'і ,e l<J*jri ( x io u b , , c t)  'A / o f e 'A ',  c £ ) ■ х*г(х ,цХ %
“ (X'J 7г(х)-
Коллинеарности (2) «окно получить и другим путем.Основ­

ные поля Я^хя'г в х'іг (рис.34) изображаемого пространства 

на плоскость ж спроектируем из S '  . В  результате подучим 

перспективности Ж^пж^ж'яж]и(х')лрг^ст теперь поля Я ‘хЯг°- хі2 

в плоскости я  в силу известных свойств коллинѳациі подвер­

гнем произвольному коллинѳарному преобразованию, то получим 

новые поля Яг хЖг = х 12 .находящиеся с основными полями 

3 tlx 3 fi = x ’ опять-таки в коллинеарности (2 ) .
Следует замѳтить,что две пары четверок прямых (рис.33)

( 'x 'a ili d ji c i'jxrfxla1ß 1 a1)]i ( х ' oz , 62 /Cz)^(х,аг ,6г,с9)при помощи

которых мы задали соответствия (2 ) , во взаимном пересечении 

определяют дѳзарговы конфигурации: прямыpX', 

п р о с т р а н с т в ѳ н н у ю ^zß 'z )>  8 прямыеX , ° г >  
&t/Ct на плоскости уг плоскую А іг ( 2?^0/г; ^^4г^}С ледоватѳльн о, со­

поставлением произвольной пространственной дѳзарговой конфигу­

рации с дезарговой конфигурацией на плоскости изображ ении^, 

также магут быть определены коллинеарности (2 ) .

В частном случае коллинеарности (2) могут оказаться и 

аффинными, если, например, соответственные тройки точек 

Ei, C,'2 l&'z л  E,,cn 6t переместить на прямых а'и х \ а', и a,t х ,а г 
в бесконечность; тогда мы будем иметь аффиности Ж'-, т? F,
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J \ 7T'Лг u  определяемые сопоставлением произволь­

ного тетраедра э / 8 ^ / > и  полного четырехугольника./7/* # / 3/гРг 

на плоскости изображений ж .

Теперь .покажем,что коллѳниарностями (2) трехмерное

пространство может быть отображено на плоскость ж взэимнфдно;»- 

начно.

В"первой главе подробно были рассмотрены однозначность 

соответствия и выполнимость всех пространственных позиционных, 

а также и метрических построений на изображении, полученных проек­

тированием пространства на плоскость проекций Ж  (рис.3 4 ) .Поэ­

тому, преобразуя коллинѳарно изображение в изображе­

ние Я і  *Жц = Хгя все эти построения также будут выполняться и 

соответствовать однозначно пространственным построениям в проек­

тируемом пространстве по коллинеарностям (2 ) . В связи с этим 

каждый элемент, например, плоское поле прямолиней­

ный ряд ( ß i tR z )  и точка Л і'(А іЩ т н^н  изображение 

можѳт быть отображен коллинеарностями (2) непосредственно на 

изображение Ж сохранением всех отношений между эле­

ментами.

Таким образом,на плоскости изображения Ж  получено более 

общее коллинеарноо отображение Лі * л л =Хігтрехмерного простран­

ства^ чем 'проекционное Ж ° х - Х ? л . Разумеется коллинеарноо 

отображение в частном случае может оказаться аффинным.

В дальнейшем, в отличие от проекционных отображений трех­

мерного пространства .которыі мы называли также центральным 

или параллельным чертежами, колл-инеарныѳ отображения трехмер­

ного пространства будем называть коллинеарным или аффинным 
чертежами.
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полям °L(a,,az) , d fa ^  oz ) иp ( 6 , , 5г ), p ( b i ,  ßz)a т .д . na плоскости 

о т о б р а ж е н и й . В связи с этим имеем соответствие:

оі '(o ', oJJ * d {a ,, az ) ,о іІ f a l  a ,, a z)  и ß ' f ö j ,  6 i ) * ß f c i , 6 J

P '( & ( & k ) * ß ( b i  М - л  т .д . Следовательно, на плоскости ТГ 
имеем: d f a t ) Oz)  ß  ( 6 f ,6z) ^ р ( '6 /, 6 г )  и т .д . (3)

Таким сочазом, каждое поле в трехмерном пространстве на 

плоскости Я  порождает коллинеацию двух полей и наоборот любой 

коллинеации на плоскости Я  , построенной по (2°) в трех­

мерном пространстве соответствует единственное плоское поле, 

определенное по отноивнию н основным полям ß } и  Яг.

Соответственными по (3) окажутся так же и общие элементы 

соответственных полей, как например, [ Л , ,Л 2 , )

Особо следует исследовать свойства соответствия по (2°) полей 

трехмерного пространства изображающихся на плоскости JT в поля, 

вырожденные в прямолинейные ряды точек.

йз первой главы нам ухе известно,что на плоскости чертежа 

в прямолинейные ряды изображаются проектирующие плоскости, 

т .ѳ . плоскости трохыѳрного пространства проходящие через 

центр проектирования, нее точки и прямые принадлежащие проекти­

рующей плоскоати проектируются нэ одну прямую^представляющую 

собой ее пересечение с плоскостью проекций. Тем не менее 

такие точки и прямые однозначно соответствуют своим проекциям 

S соответствии между трехмерным пространством и его проекцией^ 

устанавливаемом проектированием.

В силу соответствий (2 ) , ( І )  и (2 ° ) ; указанное имеет место 

и на коллинеарных чертажах изображав ого трехмерного прост., к.оті 

в а .

Ма отображении Я л Я г-^ Р и с .^ в о зь м е м  произвольную прямую & вг.



§ б. Соответствие между плоскостными отображениями 
пространства

Отображаемое трехмерное пространство, отнесенное к основным 

полям Ж ,'*JTz=x'1z ,можно сколько угодно раз отобразить на плос­

кость отображений я  , если в каждом отдельном случае основным ! 

полям пространства коллинеарно сопоставить основные поля на 

плоскости Я  . Очевидно, каждые два, полученные указанным образом

49 ‘ !

Пусть изображаемое трехмерное пространство отнесено к произ­

вольным двум полям ЗГ}* Отобразим его на плоскость отос

ражѳний дважды (рис. 35) по коллинеарностям:

s r j  Х Я І ,  Я* , f r * )  ^ f x , z)  ; (2)

JTi ^  t JT2 7ГЛ2) (Х/г )  T^fX iz) . (2)

На плоскости отображениЛ'_у получим два отображения 

и к о т о р ы е  в силу коллинеарностей (2) и (2) окажутся 

во взаимно однозначном соответствии: !

JT-j тс Л у  ̂ ,  и  ( Xfz) /Г( Х/2) . (2 °).

Действительно, каждое поле в пространстве,например,<А'(а1,ег2) 

ß '(S iS i)и I *Ä*J п0 соответствиям (2 ) и (2 ) дважды коллинеарны
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Рассматривая эту прямую как совмещение двух прямолинейных 

рядов точек и (С2)  с общей точкой В12) и принадлежащих полям 

Жі и Дг ,по (2) получим коллинѳацию полей ^ ^ / х С г'=  Ejt )Trtf(CiX  
ХСг-Е/г) ' в этой коллинѳации поле /  вырождено в прямолинейный р 
ряд, и все-таки, каждому элементу поля f '  однозначно соответ­

ствует элемент на вырожденном поле jf . По соответствию (2) 

полю (/■'Ѵс'/хс'і =Е(г)ъ общем случае будет соответствовать невы­

рожденное плоское поле f  (с, ^С2 =Е12) .  Поэтому по (2°) получим 

коллинѳацию полей (ff?', хГг = E tz )7* 5  Е /г)  . Аналогичным
путем покажем,что вырожденному полю <Р(с/і *-СІг =Еіг)'АЪОб'ръ-

жения Жі X jrz s X fz на изображении д , хУ^гд^соответствует невырож­

денное поле ‘Efc/4)X dz гЕ ^г) .

Таким образом, мы убеждаемся,что в общем случае на двух отоб­

ражениях трехмерного пространства,соответствующих друг другу__

по ( 2 ° ) ,вырожденные поля не соответственны.Одвано всегда сущест­

вует единственная пара- соответственных пучков вырожденных плос-

В самом деле, пусть два изображения (рис,36)

Л< ху^н^коллинеарны  друг другу поЛ)л- J f0 Jl£7yTIt  ,ДГ«тгЛ«т-(3) 

Т реугольнику^5^-первого  Изображения по соответствию (3) 

на втором будет соответствовать единственный треугольникѣ fl, Ct
I
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Но в точках^*?/, В , и <?, совмещены точки Зг ,Ел и Fz  поля .^ о б р а ­

зующие треугольник Эг  Вг Fz  , которому по коллинеации«Д/7гДг соот­

ветствует треугольник jj» Ег  Fz  уже не совпадающий с треугольником | 

Д  3 ,Д .  Стороны этих треугольников пересекаются ва пржоМ X« в 

точках &,г , Ніг и соответствующих по X,z * Х /г  точкам &а Н/ггЗ/ г . 

Поэтому в силу теоремы Дѳзарга,прямыѳ./9/Д гД /^г и Дг^пройдут 

через одну точку$  . Очевидно,что преобразованием по <3) любой 

точки Иі Ыц, на втором изображении 5rt х ß z  s  x tz  получим прямую 

Д ^проходящ ую  также через точку S  .

Легко заметить,что на втором изображении 3Tt ^прямые

> пересекающиеся в точке Ѵи определяют 

пучок пряных,принадлежащий плоскому полю Л , .прямые же L ^ d ^ R zF z  

R,e Ez , Т,г Д ? п е р е с е к а ю щ и е с я  в точке М^-пучок прямых,при­

надлежащий плоскому подю Жг  . Лучи этих двух пучков, прямых имеют 

общие точки h u p f t ,  Р /г,Т /л  на прямой Х/г и поэтому образуют 

пучок вырожденных плоскостей с осью вырожденной пря­

мой V, Wz. ___________________ __
Теперь пучвидряыых V i(h ,z Я/, P/я ^*, R/г Р /, Ttz М)Ъ. f  С,//> 7)Z/

Ра Ѣ P/tPifoÄb прообразуем по-хіоответствиям (3) обратно на пер­
вое изображение xjrz =xtS. Получим два плоских пучка прямых 

У(1~чг,Р/,Р/г ^/ß fzß ijF fz.M /J 'b  I f/z fb fz  .З г , Р/г .F /tß /г Р2 Т,г  Но 

эти пучки окаидтся совмещенными ввиду попарного совпадения лу-  

чей L,tz 3 i = Ь(2Т)2 PfzCf = PfzFZ/ Р /гР / =Р/г T /z ^ /~ T 1zN z  
Поэтому совпадут и их центры VfUtt£>

Таким образом,пучку вырожденных плоскостей V, Щ і(^ /ß//'>  

по соответствиям (3) соответствует также вырожденный лучок плос­

костей V/іѴг (°1, ß ,  р, £  —  ) ,  представляющий собой исключение 

из множества всех остальных вырожденных плоскоотѳй, в общем слу-



чае преобразующихся по (3 ) , кѳк было показано выше, в невы­

рожденные плоскости. -

Можно показать,что проактивные пучки прямых Ё>/,

V, Сь f  Лг ..) к  Ѵ,(Ѵ1ЛІ> V,Bjt ViCj,ViNt ■■■) или Ег .
№ я(&гЗа ,и ь£ я,Ф г ,Щ  Іаквѳ проев швин по _  

всем коллинеациям плоских полей изображений ^/х7?}=Л',,г«Л*^5Лг 

и соответственных по (3).
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Зададим,например, коллинеацию двух изображений ^ Х Л і=)(,г и 

Щ -Х и соответствиями (рис.37).

^77^ f J I % ж"Лл и X fz~K X fz ( ^ )
#

Кал было поназано выше .всегда существует единственная 

пара пучков S fJ .,ß lj ' . . ) к І^ Д /^ П у с т ь  далое, поля £(а,ах)х& (а,аг) 

коллинеарны по соответствиям (4 ) . Тогда прямолинейные ряды 

iW bY.a1fXf Bt C , . . . ) ^ â i(ß l iB iI Ci . . . )  и O z fa ß t ,  ■ > Ь г ^ | ^ Д Д ; 
проактивны и по соответствиям основных полей 7rjr7Tf, Щ х Л я}  

образуя при этом пучки прямых £ @ Л г , S B z ,3 C x .. S B z ^  '.j

проективные по іГ/д-^и ■ Но эти пучки совпадают с вырожден­

ными пучками плоскостей S'C°(lß , J '  - )  X  S ' fcL, ß ,  f  - ■) . Поэтому 

они совпаду* и с пучками прямых (рис.36) У ^ Я г ,  Vf Вц№ і,Ѵ і f y )  

X  I f W f . K B ^ V ' C ,  ,  чем доказывается

справедливость нашего утверждения.’ 1
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§ 7 . Основное предложение центрального проактирования

С существованием коллинеарных и перспективных отображений 

трехмерного пространства на плоскость связано возникновение 

вопроса, решение которого имеет основное значение в теории 

изображений. Сущность этого вопроса заключается в следующем: 

Всякое перспективное или, что іо  вѳсамое, проекционное изобра­

жение является особым частным случаем коллинеарного отображе­

ния. Если, на плоскости чертежа изображение трехмерного прост­

ранства, отнесенного к основным полям Л ,'хЛ г. s  Х«,получѳно про­

ектированием /центральным или параллельнда/ю, как мы ужа знаем, 

связь между; пространством и его проекцией осуществляется 

перспективностями Ж ^ '^ Л і  , Лг 'тгЛг 7 и Х ' ^ жУі г -  ( I )  ■ 

Переход от пространства к изображению осуществляется при помощи 

1 перспективности , . т .ѳ . проектирования. Однако нарушением 

перспективности перемещением плоскости изображения в произ­

вольное расположение по отношению к проектируемому простран­

ству перспективности ( I )  превращаются в коллинеарности

Ж /т с Л , ,  Я г * * *  м Х м т / «  ( 2 ) -Переход от прострой

з т в а  к и з о б р а ж е н и ю  п р о и с х о д а * _ 3« ^ п р и :  п о м о щ и  к о л л и н е а р н о с т е й ( 2) |  

П е р с п е к т и в н о е " и з о б р а ж е н и е  п р е в р а щ а е т с я  в  к о л л и н е а р н о е .  Но э т о  

< о л л и н е а р о а  о т о б р а ж е н и е  п е р в о н а ч а л ь н о _ б ы л о .  п е р с п е к т и в н ы м  и по­

э т о м у ' о н о  в с е  іуда м о ж е т  б ы т ь  в о з в р а щ е н о  в  с в о е  п е р в о н а ч а л ь н о е  . 

рас п о л о к ѳ н и ѳ " Г  В т а к и х  с л у ч а я х  г м о ^ т ^  к о л л ш е а р н о е ^ т о б р а -

кение ' Лі~х Лг=Х/г  и  т р е х м е р н о е -  п р о с т р а н с т в о - Ж / х ^ ^ Х/ г ы о г у т  б ы т ь ^

і р и в ѳ д ѳ н ы  в  Ч е р е п е к т и в н о ^ р а е ш э л о ж е н и е ^  Т о ^ е с т ь ^ с у ^ щ е с т в у о т 0

А  « « » •  " Ь с к о о я  ж "

ч
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отношению к пространству JFf' *jr2' зХ/г/іЩ  которой оно из центра S /  < 

спроектируѳтся в изображение JX, x j r £ = Kxz.
Однако, как нам известно,трехмерное пространство Jr* ххгг ^ х іг 

может быть отображено на плоскость изображений JT} минуя проме­

жуточное проектирование^ непосредственно в изображение 7if xjTg = ха  

'коллинеарностями / 7гйгг  и х'/г тгЛ /л 13)

В таком случае заранее уже неизвестно возможно ли всегда изобра­

жение, полученное соответствиями (3), привести с трехмерным прост­

ранством в перспективное расположение. Сущность указанного в 

начале параграфа вопроса как раз'заключается в этом.

Пике будет доказано,что если трехмерное пространство 
«

JTjxTfg =х'Г2 соответствиями (3 )  отображено на плоскость зг 

в отображение ff-, х тгг ^  х л  ,ю  привести их в перспективное 

расположение возможно лишь при определенных условиях.

В § 5  было показано,что задание коллинеарностей (3 ) равно- j 

сильно сопоставлению пространственной и плоской дазарговых кон­

фигураций. Поэтому решение.поставленного вопроса сводится к | 

доказательству конкретной теоремы о проѳктируеыости данной 

пространственной дѳзарговой конфигурации в данную плоскую дѳ- 

зэрговую конфигурацию и носит название основной теоремы цен­

трального проектирования.

Прежде чем изложим содержание этой теоремы,ознакомимся с 

некоторыми особенностями проектирования пространственной дазар- 

говой конфигурации на плоскость проекций.

Пусть пространственная дазаргова конфигурация 7) з o 'f o 'j ' j } , '  

О 'З 'В ^о 'е 'с '^ъ з  центра проектирования f f '  (рис.38) на плоскость 

И  спроектирована в плоскую дѳзарговую конфигурацию (
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OB&f, QCCf)  . Каждое плоское поле трехмерного пространства по ( 
отношению н пространственной дезарговой конфигурации опре­

деляется треугольником,по которому оно пересекается с ребрами

проходящих через О'  ) . Поэтому проекция треугольника вершинами 

будет принадлежа ребр^. £?/?,, Дб/оО^плоскойдѳзарговой конфи­

гурации nOfO fiflijO В в і, 0CC^ и на плоскости Я  по отношению

этой конфигурации определит плоское поле  ̂ являющееся проекцией 

из S  'рассматриваемого плоского поля пространства. Ясно,что 

каждое поле и его проекция на И будут перспективны по.?' .

Особо следует рассмотреть плоские поля пространства^парал­

лельные плоскости проекций Н  . Пусть плоское поле U ' параллельна 

плоскости И  и пересекает ребра пространственной дезарговой 

конфигурации в точках определяющих треугольник 3)' В 'я '.  В силу 

указанной параллельности треугольники3 ) ' Е и DBF  будут 

подобными; в связи с чем соответствие полей;/ и /С к аж ется  

подобием. Следовательно^на изображениях всех полей параллель­

ных плоскости Я  сохранится без искажения и перпендикулярность 

прямых. I

Среди этих полей сама плоскость проекций Я  по отношению к ' 
пространственной дезцрговоі} конфигурации определяется ю ѳ -
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угольником & 'й 'Н ' , который совпадает со своей проекцией G J K.  

Поэтому соответствие между полями И  и И*  является тождеством.

Основываясь на изложенном,можно доказать,что при централь­

ном проектировании абсолютная полярность пространства на плос­

кость проекций Н  изображается без искажения опять в круговую 

полярность. В.этом легко убедиться если обратимся к проекции из 

^ н а  И треугольника U ^определяющего несобствен­

ную плоскость ^^трехм ерн ого  пространства относительно дѳ.зар- 

говой конфигурации 7)'- o 'fD ß 'jl ,^  Q ö 'B it OC'C-l)  .Пусть треу­

гольник L, ^явл яется  проеѳкциѳй несобственного треуголъ- .

н и к а / / ,вв’Л,,в° / / Т  тогданѳсобственноѳ поле h  ,ß °J

и его проекция é  °c>( № ^ % *T Но несоб­

ственное п о л е^ /' ° 7 ^ ^ п е р с п е к т и в н о  по центру перспек­

тивы о '  и полю Н ( 3 ,  Л", &). Следовательно поля % '“’{ м  ^ Л  

и И  (О, ^ ^ го м о л о ги ч н ы  по центруй или ^  ( Я * ?

В этой\гонологии (по построению) соответственные треугольники 

Л 00/'!*0Ь *0и подобны и поэтому'она представляет собой го­

мологию подобия. Отсюда следует,что абсолютная полярность /7 ',°°  

спроектированная из 0 '  на поле Н  в круговой поляритет П  по 

гомологии подобия J / / ; Н (Э ,Ң , Or)} преобразуется
/ СО г-, 0е*

опять в круговой поляритот.// . Этим и доказывается 

справедливость утверждения о проектируѳмости абсолютной поляр­

ности П ' ° ° я з  ц е н т р а ^ 7 на поле ? ° ° в  круговую же полярность, 

разумеется с мнимой фундаментальной окружностью.

Докажем теперь основную теорему центрального проектирования. 

Плоская дезаргова конмигѵрапияЭ - O f ОЛАі.ОвВ/.ОСС^п-вгінвізя 

центральной проекцией пространственной дезапговой конфигурации 

Э '= о '(о 'я 'я ! , o 'ö 'ß !/ , o 'o 'c j)  , если треуголтники,вершины - 
к о т о р ы х  по соответствиям прямолинейных рядов Я Я  тсО'в'Я,  ̂•
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fO.&.Bt'X'O'iQ1, f l /  )  .и ( О , d.C 1 я- 0\C ', <?< ! соответствуют 

несобственным точкам,подобны.

Докажем сперва необходимость условия теоремы.

Пусть (рис.39) пространственной двзарговой конфигурации 

O'B'B/jdctyна плоскости Р  сопоставлена плоская де- 

заргова коңфигурация OfüPf l f ,  O ö B i , D C C t)  при этом так; что 

по проективный соответствиям прямолинейных рядов точек fO,fi,ßt j 
X o ' jB', Ojß'fit)<j{OfyC, 7Г t f V /Г,утре угольники Сг ИІ
и £ '//^составленные из точек, соответствующих несобственным

точкам f f /7 / y /oo, J , T £ ° t / r °» 2?““этих рядов, подобны. По проектив­

ному соответствию рядов [о , Ѳ, B f K  Ot' в'В ,Достроим точки / / '  и / J  

соответственные то ч к ам //и  Л ., Очевидно, что две пари 

проективных прямолинейных р я д о в 27°°7 -̂ О^Л', ß d j G'^T)1)  

и ( 0, 0, 01, У, F c°7rO/C,/'C?JJ'°Fj/w*P3плоскими полями/3 и ^ 'А ^ у с т а -  

навливают единственное коллинеарное соответствие, В этом 

коллинеарном соответствии прямолинейному ряду точек О , В  , Ь  

В/ » / /  1 Я  * в плоском поле Я 'О 'С 'будѳт соответство­

вать некоторый прямолинейный ряд точек 0 '  , в "  , / / ' ,  ß " , N j  Н ,І  

Таким образом, один и тот же прямолинейый ряд точек О , & , Ц 

Bf ■> N  t P  , £ ° ° в  пространстве лроективѳн двум прямолинейным , 

рдам точек 0 \ B ',L \ fl/, М', н ' ,  £ Гуі о\ В ", р '!& i, / / /  Н* Е  ̂ поэтому; 

эти прямолинейные ряды точек проективны между собой,то • есть 

0',ВІ) Ці ^ / '/^ Ѵ /п р о е к т и в ѳ н  ряду О ^В “ Ь", В і , # "  н ”Б ".Но так 

как одн8 пара соответственных точек 0 ' т& ^совп адает ,то эти 

ряды не только проективны^но и перспективны, в связи с чем 

существует точкам  -  центр перспективы, являющаяся точкой 

пересечения прямых,соединяющих соответственные точки.

Покажем,что центр перспективы лежит в плоскости точек
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соответствующих в плоской дѳзарговой конфигурации несобствен­

ный точкам Е°^F°^T3^> В самом дела, из всех прямых, соединя­

ющих соответственные точки и проходящих через центр перспективы 

iS ', одна прямая ^ '^ л е ж и т  в плоскости e 'F'd ',отсюда оледуѳт, 

что и точкам лежит также в этой плоскости. Проведем теперь 

некоторую плоскость Р *,параллельную плоскости E 'F 'd ' z данную 

пространственную конфигурацию спроектируем из центра <5* на Эту 

плоскость . При таком проектировании .ввиду перспективности’ 

рядов точек О' , #/ ,  Н '^Е 'т г h *  8 " f ./У, ряды

спроѳктируются на плоскости Р° в один прямолинейный ряд точек 

Я /і^Л '^У Ѵ ^А ѵ '^п р о ѳ кти вн ы й  прямолинейному ряду точек
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O & btB ifN tH 'E 00̂  прямолинейные ряды О'л'^Л^,D '&Іоал 0 \ ü \ C j  

F ' , a ,a°. в ряды точек O ^ f ß / j f 00 и 0°, J °  

проективные прямолинейным рядам точек О, Я , f l / ,2 ) ° ? &  и 0,C,G1 

F ° ^ J  . Но так как в проективном соответствии этих трех 

пар соответственных рядов несобственные точки (d '°? D  

и ( F ° ~ F  °°) соответствуют друг другу, то рассматриваемые 

прямолинейные ряды точек находятоя в аффинном соответствии. 

Аффиням соответствием этих трех пар прямолинейных рядов уста­

навливается аффинное соответствие между плоскими полями точней

pfoM,ß, в,, а, di, і л  &, н,з)ъ РГо]я;л;, в;в;, ay;, й 'м уур
Но в этом аффинном соответствии плоских полей р  и ^ с о о т в е т ­

ственные точки &,Нр и G f H ' J *  образу ют подфбныѳ треуголь­
ника С-W  а о-*/у\7*,тав нав троугольвив Ег,Н,У м  первоначаль­

ному условии теоремы подобен треугольнику 3 ' Е ' г '  , а 

треугольник D 'E 'p '  подобен треугольнику по построе­

нию /  треугольник G-"Н^ 'п ред ставляет  сечение трѳхгрѳжного 

угла ИСг’Н Ъ " , ребрами ß  S ‘ $ Н У З  параллельного ребрам 

трехгранного угла О 'D 'E 'F\ пло око с тью Р ° , параллельной плос­

кости Э 'Е 'р у .Поэтому аффинное соответствие плоских полей/0  и Р ’ 

есть соответствие подобия^ откуда следует,что соответствен­

ные друг другу, по соответствию плооких полей./? и Р °  , дѳзар- 
говы конфигурации 0(Oflß1iDBÖil ОССі) ъ О Т о 'Я Я У  B f e ' y  °С'с^і 
подобны .Таким образом данная дѳзаргова пространственная 

конфигурация 0 '(о 'й 'й і , о'в'й'і, o 'c '-c i) из^центра перс­

пективы^ спроектировелась в плоскую дѳзаргову конфигурацию 

о ’(о ’л°Я Р , 0 °B°dPj 0°? °? /), подобную данной плоской дѳзарговаі 

конфигурации О (О ййі, о в в , 1оесі ) .  Очевидно, что передвикѳ- 

нием в пространстве плоскости р °  параллельно самой себе подо-
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добив между плоскими дезарговыми конфигурациями будет сохра­

няться, изменится лишь коэффициент подобия.В связи с этим, 

передвижением плоскости Р° параллельно своему первоначаль­

ному положению можно добиться и равенства плоских дозарговых 
конфигураций о7о°Л°Я°І 0 “В °В<°О°С‘Èfo 0 (0  ЛЛ/ ,0 8 8 ^ 0 0 0 ^ 1 ог^а 

данная плоская дезаргова конфигурация о(ОЛЛ ̂ Oßß^OCC^^jjax 

центральной проекцией данной пространственной конфигурации 

О ^о 'л^о 'В 'В 'і, OC'Cj) ,чем и доказывается достаточность усло­

вия теоремы для перспективности двух дѳзѳрговых конфигураций.

Необходимость условия легко усматривается по рис.39 .

В саном деле, пусть конфигурация О Н еп ер­

спективна конфигурации 0 С(0°Л"Л/0, 0 °5 'В (, равной данной

конфигурации o f o ß f i j Тогда существует центр перс­

пективы,^ . Из центра перспективы 3  спроектируем несобстввн- 

^ ные точки М І( оЛ Іс̂ & Іа̂ Э о°(кЕ 0* р 0ъ собственные точки 

Л ,'В 1, Я ' • Совершенно очевидно,что треугольники £  e ',F
( как сечения параллельнши плоскостями двух трехгранных 

углов с параллельнши ребрами) будут непременно подобными.

Доказанная теорема является основным предположением 

центрального проектирования, так как она дает возможность 

решить два важных вопроса;

' I .  Является ли данное ноллинѳарное изображение, 

построенное, по соответствиям Til л  Яі, зг'г л  Яг и х'іг л  Хі г } I I )  

центральной проекцией трехмерного пространства я}  і  Я'г & х \г 1 

Для этого следует соответствия I I )  заменить дезарговыми 

конфигурациями Л ' л  Л  и построить треугольники вѳр- 

м вам и, ■ соответствующими несобственным точкам ребер
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этих конфигураций. Изображение JTf х Д г3Лг будет централь­

ной проекцией трехмерного пространства Л І  xjrJ>-X'fz 8ели ука­

занные треугольники окажутся подобными.

2 . Как задать соответствия ( I ) ,  чтобы коллѳниарноѳ по ( I )  

изображение л< ^« яви ло сь  центральной проекцией трехмер­

ного пространства z/rJ*JT gs Х/г

Для этого в пространстве ІрисЛО) через произвольную точку0' 

проведем три не лежащие в одной плоскости прямые Х і^ У 1 и Z ' .  

Построим произвольный треугольник ß 'B 'd '  вершинами,принадле­

жащими прямым Хіг,  У ' , 2 '  . Далее, на плоскости изображений Н 

начертим треугольник f l i  5 / ^ / , подобный треугольникуЛ'в'СУ^ и  

произвольную точку О прямыми X a ß  и 2  соединим с точка ми

Теперь зададим проективные соответствия прямолинейных ря­

дов точек:
х;2/о;в-:зг)  *х,г (о, агв-<) 
у Ы с' с ’ -0) ^  у  (о,с~с,)-,
2 7  *  7 (о ,*00, л,)-

(2)
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В результате этих построений,пространственной дѳзарговой 

конфигурации 3)'= 0'Хо'Л'Л,'7 о'В'В^Уо'Р' плоокооти изоб-

рахѳний Н будет сопоставлена плоская дѳзаргова конфигурация 

^sofOß^ß^OB^B^Od^C,)  удовлетворяющая требованию̂  

основной теоремы: треугольники Л'В'С*я ß tB1Cu вершины которых 

по (2) соответствуют несобственным точкам,подобны. В связи с 

этим, как утверждает тѳорѳыа; конфигурация 73 явхяѳтоя цен­

тральной проекцией конфигурации 7)'.
При помощи сопоставления найденных дѳэарговях конфигураций 

возможно определить искомые соответствия (I): -

j r , ' W ( Л ~ Я „ 3 У  в , ) ;
jrzfö ', д 'Г ,с :  < ?Г) *  Д г  CD
xUfo’̂ i e ' , 00)  X  Хгг(0 ,8~ )в< ).

Однако соответствия (I) могут быть определены проще.

В хода доказательства основного предложения было установлено, 

что при условии цодобия треугольников JJfBiC, и Л'В'б  '/рис.40 

плоскому полю d'fßlEjF) параллельному плоокооти ЛЪ'й на плос­

кости Н по J) Ѵ і) соответствует подобное ему поле oLfv, Е,F), 
также параллельное плоокооти Лі В, ^ . Находя из этого,изобра­

жение ^ хЛ г= Х ,г также°явится /рисЛІ/ центральной проекцией 

трехмерного пространства s x ,‘z , если одна из двух коллине-

аций Л, It) * J7г. будет подобием. Действительно, пусть 

отображение JT, *Д=Хйтрѳхмерного пространства jt/ x772's на 

плоокооти Н построено соответствиями liJrc 77, , 7і)  3 

яХ,г^^~Х,г. (D ). Тогда по этому соответствию де-

зарговой конфигурации 3'.=( 0̂  Л G ' У О)В/е к  
плоскости Я будет соответствовать плоская дѳзаргова конфигу­

рация 3  s (О,Я,г В,0t B,z ls,0,CzlJ. Ди этих конфигураций 

треугольники G-Jk и 3 ' e 'F' вершинами,соответствующими



по ( I  Ѵнеообствѳнщаі точим, в силу подобая треугольников 

Л г  В',г 5 ^ к в к у т о я  также подобными. Следовательно,де-

варгова конфигурация.# явитоя центральной проекцией конфигу­

рации 7 ) ' , а потому и соответствия (I* ) будут иокомши.

§ 8 . Ооновное предложение параллельного проектирования

Мы уже знаем,что коллннѳарноѳ отображена* пространства 

ва плоскость в частном случае может онаватьѵ.^ ^  .^ам.ѳслм основ­
ные поля определяющие пространство и изображение, находятся в аф- 

^финном соответствии:

■ J T g ^ J T z  и  -  ( I )
При этом задание соответствии ( / )  равносильно сопоставлению 

произвольного тетраѳдра и полноте четырехугольника на плоскости 

изображений.

Как и в общем случае коллинеарного отображения, здесь така* 

ставится аналогичный вопрос о возможности перспективного распо­

ложения изображаемого пространства и его аффинного изображения. 

Разумеется эта Перспективность может быть осуществлена только 

лишь параллельным проектированием, является ли произ­

вольное аффинное изображение JF, х Я г - Х ц построенное по соответ­

ствиям ( і )  параллельной проекцией изображаемого пространства

Учитывая же возможную замену соответствий (4 7 фигурами, 

поставленный вопрос сводитсяк вопросу проѳктируемости данного 

в пространстве тетраэдра з данный полный четырехугольник на 

плоскости проекций.

Ответ на решение этого вопроса дает основное прадложѳниѳ 

параллельного проектирования,носящее название теоремы Польке- 

Швэрца:
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Произвольный данный полный четырехугольник всегда является 

параллельной проекцией тетраэдра подобно любому данному тет-

Пусть тетраэдр^ ß 'B 'C 'ß '  (рис.42) на плоскости// сопостав-  ̂

лен полный четырехугольник ß B C D  . На р е б р а х .//^  и B'C'noR- 

берем точки Ot\  удовлетворящие условиям: 

д 'о ' і  _ Л  о В'Ог ВО
0 '  D ' '  OD V О ІС  " ОС (2)

Построим прямую Of Ог и через вершины Д *  ö ',C jl) проведем 

прямые d 'г параллельные прямой О ІO z. Плоскость / / 0,пѳр- 1

пандикулярная к прямым а', б 'д 'с /ІО 1, пересечет их в ючках/7»,&АЙ| 

образующих четырехугольник.^ 5о£оі?,0.прѳдставляющий собой орто­

гональную проекцию татраадра f l 'ß 'C 'D ' на плоскость Но. Поэтому 

на основании равенств (2) получим

Д о О о ^ Я О  и  в „ О о _ В О  (3)
ОоВо OD оГ с7~  ОС

Равенства (3) показывают,что четырехугольники floßodcДи ßBCD  

аффинны и между точками полей//»и / /  устанавливают определен­

ную аффинную коллинеацию. В этой аффинной коллинеации окруж­

ности h(E,F, £ , /^плоскости Н  на плоскости И» соответствует
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опредѳлѳнный эллипс K o(E .fo ,& a/> o). Совокупность прямых пер­

пендикулярных к плоскости Но, В точках//:,,, F0/ &,,£о) эллипса 

образует прямой эллиптический цилиндр с основанием — эллипсом/^. 

Пусть t f i (E t l F<, öv ,/-/^-круговое сечение этого цилиндра. Тогда 

плоскость этого кругового сечения H i  проектирующие прямые с/ ,  

b '  c ' d ' , 0 ' пересечет по четырехугольнику . / '/^ /^ п е р с п е к т и в н о м  

четырехугольникуflcßoEoDoO.,который, как уже убедились, аффинѳн 

четырехугольнику Л  BCD О- Следовательно, имеем цепь соответствии 

K i fE i ß i & i ,  L i) - ^ - H o ( ß 0>Bo/ Col Do,00)i k <,(E0 FOi 

Q.0/ L to )ßg  H f f l .B ,  C ,D ,0 ) , K ( E ,F ,  & Ь ), откуда можно заключить

Ѣ ( Ъ ,  В*, Ci,l>f,Ot) ,  K tf E t ,Ft , t ' f ) C$ H f ß A d m  . (4 )

Но в эффинном соответствии ( 4  ) полей / / ,  и Н  окружности 

Л /^ /^ /^ Д /с о о т в е т с т в у е т  также окружность k (E.;F, &,L). Поэ­

тому соответствие f r )  является соответствием подобия и следо- 

вательно; четырехугольник ß f B f ß t D i  подобен четырехугольнику 

Я  BCD  , Если теперь подобно изменим пространственную фигуру 

’ Л 'в 'С 'э 'Л іВ ,С,д і \то можно добиться равенства указанных соот­

ветственных четырехугольников и получим ,что чстрехугольник 

JJBCD будет проекцией тѳтраѳдра подобного данному тетраѳдру 

А'В'с'ц'. Этим и доказывается справедливость теоремы Польке- 

■Шварца.

Доказанная основная теорема параллельного проектирования . 

дает нам право всякое аффинное отображение JTf  х л г  = Хі2 изобра­

жаемого пространства 7Г,к J7zs X fz , построенное по сосгв тствиям 

(& iz  , ß i ,  Fu )~7T & iz ,ß г , ß tz  ), J?z ( B tz A z , ßfz) 7Г Flß/zßzf'n)

X iz fB 's z , C ' i z ) 4 - X i z ( B , Zl C f z )  • (5)

•5'



рассматривать как параллельную проекцию пространства, подобного 

пространству jr J  xJT2 ' = X iz

В честном же случае задания соответствии (5 ) , когда одна 

из пар соответствий ооновных п о л е й и л и ^ т ^ ' ^ б у д е т  

представлено их равѳиотвом (например ,-^г ) аффинное

отображение JTi x jr z =Xiz явится уже параллельной проекцией 

непосредственно самого изображаемого пространства JTi'* JTZ =■ Xфя ■

§ 9 . Инженерный чертеж

Изученные нами плоскостные изображения трехмерного прост­

ранства имеют вѳоьыэ широкое применение в инженерном деле.При 

проектировании любого инженерного сооружения его плоокоотноѳ 

изображение дает инженеру возможность иметь полное представ­

ление и суждение о будущем сооружении,' выявлять и устранять его 

возможные недостатки, производить графические расчеты, опре­

делять оптимальные размеры деталей,конструкций, сравнивать 

отдельные варианты и т .д .

Все это на плоскостные изображения пространства применяе­

мые в инженерном деле , накладывает определенные жесткие прак­

тические требования, заключающиеся в следующем:

1. Переход от пространства J f /*  Л ^Х цк. изображению 7 î>fjT2 =y ,2 

должен быть наипростейшим.

2. Позиционные и метрические построения на изображении, 

соответствующие в пространстве Л і xJT zs X n  пространственным 

построениям должны быть выполнимы по возможности существующими 

чертежными инструментами, то есть циркулем и линейкой,-

3 . Изображение J T jx jrz  =Л>2 должно быть максимально нагляд­

ным и вызывать при его рассмотрении созерцание трехмер­

ного физического пространства.
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4Лзображѳниѳ JTi хЛг  ^ х іг  должно быть удобоизмеримым,. 

г .ѳ .  .определение истинных размеров пространственных фор£, 

искаженных на изображении,должно осуществляться, построениями 

выполняемыми максимально циркулем и линейкой..

Плоскостные изображения удовлѳтворящие перечисленным 

требованиям,называются инженерными чертежами.

Требуемые упрощения Н8 инженерном чертеже получаются в част­

ный случаях отображений пространства на плоскость, В первых 

двух главах мы в отвлеченной общей геометрической форме изучали 

принципиальные возможности однозначного отображения трехмерного 

пространства на плоскость проекций и выполнимости пространствен­

ных позиционных и метрических построений. Теперь же, учитывая 

требования инженерного чертежа, и используя все известное 

об изображениях, будем выбирать чаотныѳ олучаи, дающие уже 

практически приемлемые результаты.

5. Основные поля и Л І  в пространстве берутся всегда 

взаимноперпѳндикулярншя

6j_ Точки изображаемого пространства по отношению к полям 
координируются перпендикулярна« к этим полям поямѵии

7. Плоскость проекций Н  в оольшинствѳ случаев берется 

параллельной иди совпадающей с л  из основных полей л / я  ' А .

8. При аффинных отображениях угол проектирования на . юс- 

кость проекций Я  выбирается прѳимущѳбтвѳнно 90° или 45°.

В зависимости от перечисленных частных условий изоб; 

ния, инженерные чертежи оказываются различными. Разуме з
I

каждый отдельный вид инженерного чертежа не может в одини 

мере удовлетворять все перечисленные выше практические требова 

ния, предъявляемые к плоскостному изображению трехмерного



пространства. В каждом йз них выполнение одних требований 

происходит за счет ухудшения других. Поэтому выбор того или 

иного метода изображения должен происходить в зависимости от 

решаемой на чертеже инженерной задачи.

§ 10. Параллельная аксонометрия

Произвольному прямоугольному при точке о '  т е т р а а д р у ^ ^ Й ^

(рис. 43} на плоскости чертежа И  сопоставим четырехугольник#?#^.
/ / #

Этим сопоставлением между пространством Л і s Xiz и изображе­

нием J7f xJTz =Xte.установится аффинная связь •

.На основании"теоремы Полькѳ-Шварцѳ мы можем утверждать,что 

изображение Л і  * Jig. ^^п о стр о ен н о е  по соответствиям ( I ) ,  явля­

ется параллельной проекцией пространства подобного

пространству йГі *

Продолжим ребра O 'ß ' , O 'c ' и обозначим через Вве­

дем аналогичные обозначения идвя плоскости чертежа Я  .Прямые 

х і*,уЬ *  %'і5 назовем координатными осями, а их изображения 

Х)г,У^)и ^із аксио“ 8®Рическими осями.
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Очевидно,из соответствий ( I )  следует аффинная коллинѳа- 

дия грани Я зІО ^в 'С )  и его изображения на Н  поля 7 Тз{О,В,0)

Ѣ ' f o ; e ;  С1) а$ - Ѣ [О, В , (2) 

также и аффинное соответствие координатных и аксонометри­

ческих осей

C t o > ' № x > z ( ° , * ) ,  y U ( o ' . e ' i f  У г ^ М и г ^ с ^ г ^ ъ

Определим отношения :

° £ - = f x  
D 'fl' V

OB * 
O'B' ^ 4

и 0 0  _ ,  
o 'o ' '

Числа и £г  называются коэффииентами искажений по аксо­

нометрическим осям

Покажем,что отношение изображения произвольного отрезка 

принадлежащего какой либо оси к самому отрезку есть постоянная 

величина и равна коэффициенту искажения этой оси.

Действительно, пусть O'd ' принадлежит реи Х!& , а ого 

изображение на плоскость Н  по ( I )  есть отрезок Од принадле­

жащий Хіг  . В силу аффинности (3) прямолинейных рядов точек 

X fz fo 'ß ') ^ ^ - X r z  имеем равенство простых отношений троек

точек:

Г о ' -  Ш  иди A 1 L  = o d _ ^ f  . 
öF fr o ß  “ли о 'Л ' о 'д '  ■*

Более того,можно показѳть,что коэффиңенты искажения отрезков

параллельных аксонометрической оси Х и ,  также равны і х  • Нап­

ример, отрезок й ^ п р ям о й  c tz , параллельной оси Х и ,  образует 

параллелограмм ОвЕг Р/г, которому по соответствиям ( I )  в прост­

ранстве соответствует прямоугольник 0 'B 'e '2F/z  . Но из (4) сле­

дует равенство £  = ^
О Fu  0 t 2 1

чем и доказывается наше
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утверждение. Так как аксонометрическая ось Л"« была выбрана 

произвольно, доказанное справедливо и для остальных двух аксо­

нометрических осей Уі з  и 2 ^  .

Аксонометрические оси Х/гУгз 13 вместе с коэффициентами иска 

жѳний âXi -ty , называются аксонометрической системой' .

Таким образом, в результате приведенных выше рассуждений зак­

лючаем ,что соответствия ( I )  на плоскости проекций Н  определяют 

аксонометрическую систему.

Справедливо и обратное утверждение.
у

Произвольно заданная на плоскости проекции И  аксонометрическая 

система уіь  ?/3ß2 определяет единственные соответствия

Действительно,если Х ,г  (ри с .43) выбранная

'‘на плоскости проекции -И аксонометрическая система с произволь­

ными отрезками Ой, 0 5  и ОС ,то на прямоугольных координат­

ных ооях X # , Угз,?/з всегда возможно подобрать такие отрезки 

0 'й,'о'б'л o b ' , чтобы выполнялись равенства

9 Л - Й  0 5  _ «• 
п'я' '  L* > o'ß''

ОС .
u ' W

Ой - ÜO' ’ O'c'
Согласно теореме Полька-Шварца, четырехугольник ОЛ&С 

явится параллельной проекцией тетравдра подобного прямоугольному] 

тѳтрамдру o 'ß 'd 'c '*  Следовательно,равенства (4) определяют ис­

комые соответствия ( I ) .  ,

Итак.произвольная аксонометрическая сиотема начерченная на 

плоскости чертежа может рассматриваться как аффинное отобра­

жение п р я м о у г о л ь н о й  координатной системы пространства.

Основываясь на этом утверждении; можно максимально упрос­

тить переход от пространства к ѳго плоскостному изображению и
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всѳ та позиционные и мѳтричѳскиѳ пространственные построе­

ния, выполнимость которых на плоскости чертежа была показана в 

предыдущей главе. Теперь уже принципиальная разрѳшимооть 

любой пространственной задачи на плоскости чертежа должна 

рассматриваться и с.точки зрения практической выполнимости 

необходимых для этого графических построений. В связи с этим 

точки,прямые и плоскости на инженерном чертеже изображаются' 

в соответствии с требованиями перечисленными в § 9, а не 

произвольно, как это делали раньше. Однако в поисках упрощений 

мы должны исходить из общих принципиально выполнимых построе­

ний, справедливость которых была доказана в главе І-.

На плоскости Н  выберем произвольную аксонометрическую 

систему X / z , y и сопоставим : ф  прямоуголь­

ную координатную систему Х а , Угзг^і'і в пространстве, Каждой 

точке пространства, например / / ' ( р и с . 44) отнесенной к коор­

динатной системеЛ’л г ^ з ^ / з  соответствует единственная прямо­

угольная призма М ' М } М і - М р  Вершины //** /£>' / / /  яв­
ляются ортогональными проекциями точки /У  'на координатные

Р и с М
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ПОЛЯ Ht'j/z, J/3! , ОірѲЗКЙ ЖѲ O'tfjCfO НуЪ о  / ^ “ прямоугольными 

координатами этой точки на осях X,'zt у 'г3 2/3.

Используя соотношения (4 ), лѳгко"лос«гроить на Н  изобра­

жение призмы М 'М -І Мх МІ-МуОГі^М^^ш  соотношениям

ОМ*. /
О'И'х Сх >

О М у  ,  
0 'М у  С у >

О М і  .  е  
O'M’? '  c ?  ‘

Из этих соотношений находим длины изображений координат точки

О М ^ - б х - а 'м 'х ,  О М ^ -Е у О 'м !/  и О М ъ = £ г-0 'м 'г .

Отложив вычисленные длины соответственно на аксонометрических 

о с я х / /2; у г і  и п о л у ч и м  точки М х,М у,М і}являющиеся изображе­

ниями точек М * М у  и J 4 g .  Теперь уже построение изображения 

всей призмы осуществляется лѳгко; ѳсли вспомним,что оно полу­

чается параллельным проектированием на плоскость И  призмы 

подобной призы % Я  -Mi M t M zM yO  м г 'Мз , и что при атом 

параллельность прямых сохраняется.

Действительно .если из точек Л7х и /у , проведем прямые, параллель­

ные осям у /3  и Х ^ .т о  в пересечении они определят точку Мг.— 

изображение точки М% . Параллелограмм жеОМ*МгМ# явится изоб­

ражением прямоугольника Аналогично построим точки

М 1 М3 и параллелограмм OMfjiiM^. ОМг М}М^- изображения точек 

параллелогрм овУ ^жѴ //л^и . Далее, из точек

М{к M z  проведем прямые, параллельные осям у гъ и Z 13, пересекаю­

щиеся в точке М  и определяющие 'параллелограм M tM iM M - изобра­

жение прямоугольника M t М {И 'м 'г  . И наконец точками М  и Mj 

определится отрезок М М 3 параллельный оси X /г  -изображение 

Ѳтрѳзка M'Mj  , параллельного оси х 'г . Итак, мы получили плос­

кую фигуру siM iM tM zM yO tfgrtj -  изображение координатной пря­
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моугольной призмы W 'Mi 'm JM z Му  O'm 'z/ч '3 точки м ' . На изоб- 

ражѳнной фигуре т о ч к а м  -  изображение самой т о ч к и // ' она 

называется аксонометрической проекцией точки -М ' . Точки же

являются изображениями прямоугольных проекций точек 

гіі-М гМ #  Поэтому они называются вторичными проекциями точ­

ки М  на полях Я і . 7Т? и тт\ .

Из чертежа 44 и приведенных выше рассуждений ясно, что 

для построения на Н  аксонометрической проекции f i  нет необ­

ходимости строить изображение всей прямоугольной координатной 

призмы. Достаточно построить изображение ливъ п м к Мг М 

координатной ломаной 0 ' мх м'г М'- или один из парал­

лелограммов .например M tW x Mz M -  изображение прямоугольника

.Аналогично точке м ',  может быть отображена каждая точка 

пространства и построено изображение всего пространства. Оно 

идентично отображению построенному по соответствиям ( I ) ,  и 

поэтому однозначное , т .ѳ .  каждой аксонометрической проек­

ции точки соответствует единственная точка в пространстве. 

Однако следует особо упомянуть,что в таком случае непременно 

должна быть указана координатная ломаная или данные определяю? 

щие эту ломаную. Например, по одной аксонометрической проекции 

без ломаной Oi4x J4g.J4 мы не сможем построить соответствен­

ную ей точку j v '  в пространстве При наличии .же' этой ломаной 

координаты искомой точки / / ’ определяются из соотношений

О'М* =
£х а

Но координатная ломаная определяется и заданием при точкеЛ і

одной из вторичных п р о е к ц и й и л и  же какой-либо пары
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вторичных проекций и (№ і,М$. Например, ѳсли

при т о ч к а м  задана только вторичная проекция/ і г г чо прове­

дением прямой d z  параллельно оси у ^5 до пересечения оси Х/г 

в точкв / і х определяется' ломаная.МН&МхО. Если же заданы вто­

ричные проекции М< ъ J4Z , аксонометрическая проекция И  опре­

деляется пересечением прямых а  и 6 у проведенных параллельно 

осям Угз и £  ,з .

Все вышеуказанное относительно определения " аксонометричесш 

кой проекции .л/ , представляет собой подбор частного расположе­

ния прямых .определенных сновнши полям и^ и У!г  , которыми 

в главе I  опрѳдѳлялисаточки на изображении В самом '

деле, при заданных аксонометрической проекции J*  и вторич-
во

•.ой/Zj мы фактически задаем прямую а  т о ч к а м и н а  ос-
I

Еовных полях И Л -/  и затем на этой прямой берем точку М . 

.Задавая же вторичные проекции ./V, и .точку /У определяем 

пересечением прямых #  и $  определенных точками 

принадлежащими плоскому полюaLfc/,c/^. Поэтому на аксоноыетричеснѳ| 

ком изображении могут быть применены все основные пространствен­

ные позиционные и метрические построения выполненные нами в 

1 главе в общей форме на произвольном проекционном изображении. 

Однако ввиду перпендикулярности основных полей я /  и и коорди. 

нирования точек пространства специально подобранными прямыми, ' 

на аксонометрическом изображении основные пространственные 

построения, как увидим ниже, Значительно упрощаются..

Прежде всего следует заметить,что основным элементом 

^любого инженерного чертежа, в том числе и аксонометрического, 

является точка. Прямые и плоскости преимущественно изображаются 

с помощью точек. В первой главе^стремясь к общности в изложении
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в ущерб простоте построений, все элементы пространства мы считал 

ли равноправными.

Например, изображенные^некоторой аксонометрической сис­

теме Х/г/ £4з/г «’3 ; ^ / у / <2ГДвё т о ч к и ^ /^ и  B f  В г) определяют от­

резок Л  В  ( Л  2 ^определяющий в свою очередь прямую a fO z )  •

Три точки С (Ог ),І>СОг)) Е (В г )ъ.ь лежат на одной прямой, так 

как вторичная проекция E z  не расположена на' прямой £%2?г , яв­

ляющейся проекцией прямой CD  на основное поле JTZ . Следо­

вательно определяется треугольник CDE (CZDZE^, задающий плос­

кость cL

Можно построить точку встречи прямой <У f о  г.) с плоскостью 

оС . Четырехугольник J}z ß B  В г. со сторонами ß z ß  и па­

раллельными оси 2 ГЗч определяет плоскость ß  ( a t / ^параллельную  і 

этой оси настало быть( перпендикулярную п л о с к о с т и ^  . Если 

из точек &г  ъ Fz  ,гдѳ прямая Qz  пересекает стороны треуголъ- ■ 

ника О г^г Ел  провести прямые параллельные оси 2 f3t до встречи 

с отрезками СЕ и D E  ,то  определится прямая £^Ѵ%Ѵ"Пѳресе­

чение плоскостей ß  и JL . Прямые dfa?.) и &FfceF^ лежат в плос- /  

кости ß ( a b Oz)и пересекаются в искомой точке ß f(M z )

Как видно из чертежа и по проведенным рассуждениям; позици-
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онвыѳ построения нэ аксонометрическом чертеже нагляднее и 

проще по сравнению с соответствующими построениями.выполнен­

ными в первой главе.

Сравнительно проще осуществляются метрические построения 

Пусть .например, в произвольной аксонометрической системе 

XfZ, ^ i )  (ри с .46) из точки / ^ с л е д у е т -  опустить

перпендикуляр на плоскость c l(c fi,a z ) . Как нам уже известно из 

первой главы, для этого сперва на -плоскости чертежа надо изоб­

разить полярную связку проектирующую абоодйтный поляритет, и 

пересекающуюся с плоскостью Л~г по круговому поляри­

тету с мнимой фундаментальной окружностью. Построив на 

! окружность" ( т .е .  эллипс) Ңг  "радиусом" "равным" от­

резку 0 3  .поляритет в с в я з к е / ^  будет определен. Далее, через 3  

проводим плоскость c to fa f,  оДпараллельную данной плоскости 

U .(a i'C ti). Прямая Зі}  сопряженная с прямой 0 $ £ п о  эллипсу Л г ,в . 

пересечении с прямой сопряженной с направле­

нием ^"оп ределяет  точку Jiz ,  соответственную в эллиптической 

инволюции точке f l z  .■ Поэтому прямая ß ß t(ü J > z ) будет изображе­
нием перпендикуляра к плосностио(е [0°,аг) .Следовательно,прямая 

МВ(мг Вг) параллельная прямой SЖг (олг),явится искомым пер­

пендикуляром, проходящим через л1(Мг) перпендикулярно в дан­

ной плоскости d (а-г,сгг1 .в первой главе для отыскания отрез­

ка SO .ввиду отсутствия перпендикулярности полей Ж-, и жг> 
нам- пришлось выполнить дополнительные построения.

Таким образом,благодаря перпендикулярности в пространстве 

осей *іг,Угз,г із .специальной координации точек и подбора коэф­

фициентов искажений,на аксонометрическом изображении в построе­

ниях получены определенные упрощения. _ _



77

Однако с точки зрения практической применимости они все 

ецѳ остаются слоевыми. В особенности метрические построения, 

в которых вместо окружностей используются эллипсы.

Дальнейшие упрощения достигаются путем специального под­

бора значений показателей искажений и углов между аксономет­

рическими осями.

Как было установлено, аксонометрическая система на плос­

кости чертежа может быть выбрана совершенно произвольно. Это 

следствие из творены Полькѳ-Шварца подоженовоснову дальней­

ших упрощений построений в аксонометрических изображениях.

По значениям показателей искажений -различают три вида 

аксонометрических изображений;
1 . Триметричѳскоѳ -  все три показателя искажения различен *,

2 . Диыѳтричѳское -  два показателя искажения равны:

( ^ х '  Ф  *  h  ( £ х  = £ г  *  'C yJ ;
3 . Изометрическое -  все три показателя искажения равньм £= ^/г-

Практически,для упрощения перемножения натуральных длин коор­

динат на показатели искажения берутся самые простые чивла У 

или 0,5~

Если аксонометрическая система на плоскости чѳртѳжа выбраиа 

так, что она ", представляет- непосредственную параллельною 

проекцижіпрямоугольной координатной сиотѳмы пространства 

( коэффициент п о д о б и я ^  = /) ,  то тогда коэффициенты искажения 

ё х , ^ и € г  и угол проектирования £  связаны соотношением

Действительно, пусть прямоугольная координатная система х'/У,?

I рис.47} пространства спроектирована на плоскость проекций
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под углом проектирования & в аксонометрические оси с

Координатные оси с плоскостью проекций 1-1 составляют

у г л ы о ^ у з и ^  , а с проектирующей прямой o 'O f  углькГ,*? и #  . 

Если О'О пѳрпѳкдикуляр^опущѳнный из о '  на плоскость Hf то пр 

прямоугольному треугольнику 0 , 0 0 '  имеем

О'О = O ' O f J i n t -  ’ ( I )

Но из прямоугольного треугольника Д  0 0 '  следует,что 

О'О = о 'Р У іпЛ .
Приравнивая правые стороны этик равенств получим 

, . . , іОпЛ
O 0f,J t 'n £ .= o 'ß -& n J . 0 0 4 = О Л  j in £ .  (2)

Из косоугольного же треугольника Д О і О' можно получить

огд г= о'лг+ о'о,г -  г  о'д-obf ■ еоз £■
Подставив в (3) значения о'оі по (2) получим

0тд г - 0 'Д >  + O ß ZJ ^  -  г  o ' / f t j ^  d o K p ;

-  О - І СпЛ п '
^ n Z  l x  -  i  + 4l;h^  ^  3Ch~t ' 004O 'fl '

(3)

W
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Аналогично получим значения показаіѳлѳй искажений Бу и е?

c o l  L ;-  j  -f 4<- п ß  о SS/xß

4 ^ і Г  -
■Jih. 2.

> COi&J• dt-л 2

(5)

Сложением равенства (4 ) и (5 )  получим

t*  +-С2 + £ г =3+ *4cHjbt^CnLr  £  j tn U c o iS  +-)іп& соіі/--ісу.'гл&
4 tn  £ ( 6}

можно показать,что : 

j i n zoi j

écn<J--<u>i &+ éCnß oosS + -JCnf- coo&=4Cnfc (?)

После внесения зніачедий по 14) в (5) окончательно будем 

иметь

+ *£ + £ 2  s * + ié ? i • ( 8)
По углу проектирования косоугольные аксонометрические сис­

темы отличаются от ортогональных аксонометрических систем.

Из равенства (8) еледует,что для ортогональных аксонометричес­

ких систем показатели искажений связаны соотношением

£ X* + 4 Z  _  •_  _ ( 9 )  

Однако не следует забывать,что соотношения 18) и (9 ) имеют 

место в аксонометрических системах,полученных непосредствен­

ный проектированием прямоугольной координатной системы на 

плоскость проекций Н .

При прямоугольной изометрической аксонометрии должно удов­

летворяться т р е б о в а н и е Т о г д а  по соотношению (0) по­

лучим —
€< - - i f  = 0 , 8 2 .

Определим углы между аксонометрическими осями. Равенство коэф­

фициентов означает,что углы н а к л о н а ,^ к о о р д и н а т н ы х  осей
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X '  ( / / г ^ р и с Л ? ^  плоскости проекций ~Н также должны быть рав­

ными. Поэтому треугольник Л Ѳ ? }по которому плоскость Н  пере­

секает координатный трехгранник, будет равносторонним. Но аксо­

нометрические оси являются высотами этого треугольника ( он 

называется главным треугольником следов плоскости Н  ) .  Следо­

вательно (р и с .48) в прямоугольной изометрии аксонометрические 

оси составят равные углы по 120°.

В случае же /имѳтричѳской прямоугольной аксонометрии, 

с учетом требования - €г  , подформуле (8) получим сле­

дующие значения показателей искажений:

( £ г * ) г+ ( 2 £ „ ) \  ИЛЙ f 1  =  о М } 8Х ю )

Определим теперь углы между аксонометрическими осями;заметим

что (ри с.49) треугольник СО'в равнобедренный, с прямым углом при
вершине О 1 . Поэтому из равенства 0 'бг + 0'Сг=СВг можем получить

значение СВ * [І? о ’В , ГДѲ о'в = ^  .Подставив это значение }

имеем C B t f F -^ о т к у д а  03 = сЛ ѣ. или 0 В  = Ш-- ^— =СВ §- с* 1 КгР з  з  ■
С другой стороны из прямоугольного треугольника ОЯВ имеем,

BD п  СВmQ.Jin$BOU=ögT /жздставляя значения Ä P ' r -  и 0B = C B j! получим

éCn  I  = 0,75 . .  По этому значению синуса нахо-

дим ВОЦ=Ь8‘3&'.У!ш  ^CBOBvi4-ßCß имеют перпендикулярные сто­

ронни слѳдозательяо ^ВОЭ=<ц: ДСВ -  4-* °3э ' .
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Теперь уже ва плоскости черіѳка Срио.50) оси димѳтрііи -вріо- 

г ональвоі аксонометрии мойв о начертить как высоты равнобед­

рен вого треугольника Я ВС с углами,равными 48^5 ори верши­

нах У и С. Углы между ОСЯМИ будут. Х02 =Э7°/о' 4ХОУ=<2{>!/*13І°г£'.
Практическое значение ортогональных аксономатричетпопе -сис“—

там заключаѳтоя в возможности упрощения графических построе­

ний при изображении на чертежах окружностей и шаровых поверх­

ностей.

Дальнейшие, и основные, упрощения в построениях достигаются 

путем соответствующего подбора'значений .углов между осями 

косоугольных аксонометрических систем. Произвольность этого 

подбора, как нами было ужо установлено,оледует из теоремы Поль?: 

кѳ-Іварда.

В инженерной практике используются косоугольные аксонометри-: 

ческиѳ системы с прямым углом между какой-либо пары осей. 

Например, на чертеже 51 угол ХОІ =90. Такие аксонометрические 
системы называются фронтальными. В частности фронтальной изо- 

метривй если £ у и фаытальной димегрией,если 

£ t =’C i~ 4 , о  0,5-
В случае же перпендикулярности осей X - L y  (ри с .52) аксоно­

метрическая оистема называется военной перспективой. При этом,
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ѳедн &  -'tg  =t-2 =/ , то будем иметь изоыетрию военной перспективы , 

а e c u  By ~Ву =1 и âz = 0 .5 ,ц щ е ю м  военной

перспективы .
Совершенно очевидно,что оба вида акмономѳтрйчеоких сис­

тем геометрически идентичны и ввиду равенства noaeüjB одном 

случае я / и  JT< , а в другом 7Т^ и являются непосред­

ственными параллельными проекциями прямоугольной координатной 

системы х ! у ’, ? '  пространства. Поэтому па. формуле (8) могут 

быть-высчитаны значения углов проектирования.

При изоиѳтриях фронтальной и военной перспективы можем 
написать,что 1г + 1*+ 1 1 = , -ОткудаоглѴ -^.Слѳдоватѳль-
H O ^= *f! .

Б случае димѳтрии тех же аксонометрических систем,будем 

иметь.У Я , О т с ю д а  £ - S 3 ° S b '
Таким образом, изображение пространства, построенное в какой 

либо из указанных аксонометрических систем, явится его парал­

лельной проекцией под углом проектирования £.' = 45° либр<* = 

=68°26f .

Упрощения в построениях происходит за счет равенства аффинно 

соответственных полай при фронтальной аксонометрии ЗГі Я і  и 

при военной перспективеТ Г я ^ -Л г .
Эти поля или параллельные им плоскости на плоскости 

чертежа изображаются без искажения и поэтому во многих случа­

ях окружности пространства проектируются опять-таки в виде 

овружносте!,т.ѳ. построения выполняются циркулей и линейкой.

Это обстоятельство особенно важна при выполнении метрических 

построѳЕяЁ. Например, во фронтальной аксонометрии (ри .с .5 І).Пусть 

S3 точки М (^і)елѳдуѳт оцустить перпендикуляр на плоскостьdfÂBCj.
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Для этого,нак мы уже внаем, необходимо построй» поляр­

ную связку, проектирующую абсолютный поляритет,и найти в этой 

связке пряную,полярно сопряіѳвную с плоскостью, парадѣ

лѳльной данной плоскости. Но данную плоское тьс^яд'можно пред­

ставить как плоскость полярной связки, если ее ц е н т р ѣ  совмес­

тить с точкой С . Тогда для построения искомого перпендикуляра 

из О радиусом ЛУ описываем окружность /г , . Проводим через Ö к 

Я В  перпендикулярную прямую и на ней при помощи прямоугольного 

треугольника JV^£!0J/i)строим точку инволюционно сопряженную с 

точкой /Vf . Мы знаем,что прямая іЗ '.Л ^ і^ ^ с т ь  изображение прямой; 

перпендикулярной в пространстве плоскости,изображением которой 

на чертеже являѳтоя плосность о і^^ .П р ям ая  б (О г )  .проходящая 

через М(Мг)параллельно прямой ЗЛ /, представляет собой иско­

мый перпендикуляр,опущенный на данную плоскость oLfABC),

В общем случае аксонометрии окружность /У/ была представлена 

эллипсом и построения, как мы уже убедились, были сложными.

В военной перспективе (рис.52) те же построения выполняются 

при помбщи центра связки g  и окружности /гг  .

Таким\обрвзом,в вышерассмотренных частных случаях общей аксо­

нометрии одна из координатных полей Jf-t' и Jig изображается без 

искажения. Однако в силу этой же произвольности выбора аксоно-

’  т
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матричѳских осей г коэффициентов искажений, мы ионам под прямым 

углом взять два пары аксонометрических осей (р и с .5 3 )У ./£  и X-J-У  

с коэффициентами . Это будет соответствовать парал­

лельному, проектированию (рис.54) координатных осей х ’ у ) ? '  опять 

по направлению Я под 45° к плоскости проекцииН , но параллель­

ному координатной плоскости Jfc' . При этом координатная плоскость 

Лг ‘ совпадает о основным полем Яг . Поэтому и оси X1 и у 1 

сішпадают, с.' осями X и у  . Каждая точка м 'а  проекциями ./У, и на 

чертекеизобразится аксонометрической / /  и втычными Л Ѵ , проек­

циями расположенными на. одном отраэке перпендикулярном

оси X  .представляющем проекцию прямоугольника М'МІТ'Мг* .Очевидиц, 

что Я М г - м 'м І } М ,Т= #]т ' и ММ1 = /*/■//. É силу этого на чер­

теже будем иметь равенство отрезков М=ТЛі и .

Посгроѳввііѳ:в этом виде аксонометрической- системы координатные 

плоскости л /и  яг ' изображаются без искажения в основные л о л я ^  

и Я . ввиду чего пострбѳния на чертежа получаются наипростѳй- 

шими. Поэтому оби широко используется в инженерном деле и явля­

ется основным методом изображения.

Выше было отмечено,что на аксонометрическом изображении 

точка определяется двумя вторичными или аксонометрической и одной1 

из вторичных проекций, В обоих случаях изображение точки одноз­

начно соответствует точке пространства. Поэтому изображение 

■ можно строить по двум вторичным проекциям -ЛУУ* каждой точки 

(рис,- 55а) или „же_па аксонометрической М и одкой вторичной 
проекции (рй с .55 -в ).8  первом случае -  способ изображения назы­

вается методом Монжа.во втором же -  методом Федорова.

Таким образом,аксонометрическая система,показанная на чер­

теже 53, может рассматриваться"' как слияние методов Федорова и

Моню. Следует заметить,что метод Мониа может бЯть получен



85

и вращением (рис.54) плоскости ЖІ вокруг оси х' до совмещения 

с основным полем Ж .  Результат подучится такой іѳ .как  при проѳк- 

щровавии по направлению Я .Проекция МІ совместится со вторичной 

проекцией 1 которая с проекцией Мг оказывается на одном перпен­

дикуляре к оси X .Таким путем был получен этот метод, самым 

Гаспаром мовжѳм и в настоящее время,после полутора века,в любом 

учѳбнинѳ или научном исследовании метод ионка истолковывается,как 

результат указанного совмещения. Хоть результат и тот же, однако 

проектированием он связывается с общими способами параллельного 

проектирования, как частный случай имеющий перед другими свой 

большие практические преимущества.

Мы не будем показывать этих преимуществ, решением различных

задач методом Монка, как то: построения на точку .прямую и гогос-
s ■

кость- способы совмещения,вращения и перемены плоскостей проек­

ций , изобракевиѳ многогранников,поверхностей, их пересечение с 

плоскостями, прямыми, взаимные пересечения и т .д . Вое это явля­

ется предметом проекционного черчения и подробно изложены в любом 

учебнике по начертательной геометрии,предназначенном для техни­

ческих ВУ8-ОВ. '

Приведем лишь один основной пример на построение цѳрпѳддику-
I

. лярв, опущенного иэ данной точки на данную плоокость.
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Пуоть из точки(М і,М і.)  следует опустить перпендикуляр на 
плоскость J-[a<,a£ (рис.56 3101,0 надо построить полярную связку

и затем найти пряну»»полярно сопряженную о плоокоотью ^/’о'Л^У, 
параллельной данной плоскости Ы. (а,,аг}.'къ аналогичных построений 

военной перспективы и фронтальной изомѳтрии, мы уже знаем- как 

на^тк искомую прямую надо построить круг Hz и на 

перпендикулярной прямей Яг Яя к Ог° построить прямоугольный- 

треугольник ^ e S ° ß z . Вершина Я& определит искомую $ Я г  . Прямые 

будут проекциями этой прямой на основные поляку иД г. 

Таким образом получим , что проекцияSaßz на плоскость 7Tz перпен­

дикулярна к основной прямой а і  плоскости . Совершенно ана­

логично докажем перпендикулярность проекции £ ,Я ,к  прямой Сг°. 

Следовательно, проекциями прямой проходящей через точку М (-М іМ і) 

перпендикулярно к плоскости d f ü ^ O z ) будут перпендикуляры т*) т г  

опущенные на прямые а, к о£ .

Мы убеждаемся,ч іо  это построение,по сравнению с аналогич­

ными построениями, выполненными нами в других случаях аксономет­

рических систѳм^нѳипростейшѳѳ.

Однако упрощение построения методом Монжа сопровождается 

ухудшением наглядности в смысле созерцания пространствѳнности по 

изображѳнию,что также весьма важно для инженерных чертежей.

Это ухудшение происходит за счет максимального иокажѳнин изоб­

ражения ЗГз на чертеже кооидинатной плоскости ЗТз. Это-поле вы­

рождается в прямую у о і .  Поэтому прямой угол MfT'rfz  в

^пространства в произвольной аксонометрии изображается в виде 

углаМ1 ТМ1 І (рис.57а^рторРнаш, ираллѳдьвыми осям ^ и у  . Этот

угол,который в методе Монка изображается отрезком М^МгСрис.57 в}- 

перпендикулярным оси У .Ухудшению наглядности способствует тавю
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раздвоение изображаемого пространства в проекции на основные 

поля 3fi и ЗГг .

§ I I .  Центральная аксонометрия

В основу центральной аксономѳтрш^ аналогично параллельной 

аксонометрии,лежит основное предложение центрального проѳктирова-І 

ния. Мы его доказали в § 7 для произвольных пространственной и ! 

плоской дѳзарговых конфигураций. Там же был указан способ пост­

роения на чертеже плоской дѳзарговой конфигурации являющейся 

центральной проекцией пространственной дѳзарговой конфигурации.

Теперь,исходя из общих положений изложенных в указанном пара-і 

граірѳ и проследуя практические цѳли; мы будем подбирать частные 

случаи дѳзарговых конфигураций,у прощающие построения на плос­
кости чертежа.В соответствии соображениям,изложенным в § ? ,р еб - 

pa* ',yjz ' пространственной конфигурации возьмем взаимно пѳрпѳнди-

кудярными.Сечеиие л'а'с'этих ребер с алосіаостью одинаково наклона 

к ним, очевидно будет равносторонним врѳугодьником. На плоскости 
чертежа (рис.58) построим произвольный равносторонний треуголъ- 
ник Ң  Лу о щісолашіАС^уо нриннгши за акйоноыетри-



88

f ) /
ческиѳ оси. Если теперь*, у  a Z  принять за прямоугольную 

координатную систему пространства и несобственным т о 'ш а м ^  f t j*  

/^координатных осей сопоставить точкиFx”, Р у ° , чертеже, 

несобственным точкамД,,5у/?,аксонометричѳских осѳй-точкиДх 

на координатных осях, а точке их пересечения 0} пересечение 

осей у', 2 '  точку 0'  ,то получим соответствия
'  хГо, РГЛ)  л- X'fo', Ря'~ Я І ) ; 

y f O . p - ß ^ K y i f o l R , '  ( I )

z f o ß j a j y r z ' f o :
Заметим,что так как треугольники Рх°Ру~Рг  на плоскости чертежа 

и Я ,!B y  Cg в пространстве равносторонние,то имеем равенство 
отрезков PriO=PyO = Ri O и fi'%0'=ßyO = С^О' и поэтому проек­

тивные соответствия рядов ( I )  идентичны.

Из § 7 известно построение изображений точек по (I),П усть, 

например, в пространстве задана точка M ’fx'» , Ум,2»). По соответ­

ствиям ( I)  находим изображения Хм, Ум,2н  координат Хн>Уг* 2 ц  

и строим фигуру И Р г  Ч иМ зІиМ і X и  0 являющуюся изображением 

координатной призмы М ' М г У ' м М з ^ о '  . Вѳршинамбудѳг 

центрально! проекцией точки М'  .Так по точкам может 
быть построено изображение всего пространства.

Помимо известных числовых расчѳтов.по ( I )  координаты Хн,Ун,ін 

могут быть построены и графически. Отдельно (.рис. 58 а ) 

на взаимно перпендикулярных прямых У 'и  У от точки их пересе­

чения 0 откладываем отрезки 0Ру°° и Sy .Пересечение перпенди­

куляров,восстановленных из РіГ и S y “  к У и У' , определит 

точку Sy . Для построения отрезка ОУм , координату О'и'м- 
точки И \  отложенную по прямой у ' у проектируем из S y  на прямую^. 

Проекция ОУң будет кконым отрезком, который откладываем по
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аксонометрической оси У  от начала о . Ввиду идентичности 

соответствий ( I )  ,точка Sy может быть испольвована и для нахои-j 

дѳния длин отрезков ОХ»и 02». Поолѳ этого аксонометрическая 1 

проекция./* строится при помощи,, не собственных" точек 

(чѳрт.58). Так по точкам может быть построена центральная 

проекция всего изображаемого пространства.

Не повторяя в центральной аксонометрии выпохваим' основ­
ных позиционных построений, аналогичны* таким же посгро- 

вниям в парэлдельной аксонометрии,покажем решение задачи на 

перпендикулярность прямой и плоскости.

Прежде всего заметим,что по центральной аксонометрической 

системе (рис.59) с треугольником ß  изображающим
несобственную плоскость £  на чертеже : всегда может быть

определена длина перпендикуляра опущенного из центра проек­

тирования на плоскость чертежа. Основанием указанного пер­

пендикуляру является точка О . Если направлением оси X пе­

ресечь окружность Т  диаметром Ру°°!\Т то точка пересечения^0 

определит истинную величину Р^°У°Ре°° прямоугольного треуголь­

ника Искомая длина перпендикуляра будет катет З 'О '

прямоугольного треугольника 2 ) 'O 'S' гипотенуза S 'D ’ и катето'ъ' 

которого взяты по чертежу S '^ '-S °D  и о'о'-ОЪ-

Ог Лг
Рис.60 Рис.61
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Пусть из то чки //(ОѵіУслѳдуѳт опустить перпендикуляр на 
плоскость Х (с , СіХрис. 60).

Вокруг точки О опишем окружность /Г“ , радиусом,равным 

длине пѳрпаддикуляра, опущенного из центра проектирования ' 

на плоскость чертежа, построенного “Только что указанным 

построением. Построим прямую пересечения т “ *данной пдоокоотн 

оІ(йі,Ог) с несобственной плоскостью Г Г рГ рГ р г )  При помощи 

окружности / г "  ( называемой в инженерной практике диотанцион* 

ной или окружностью расстояний) уже известным нам опособом 

построим полярно сопряженную С прямой /77°° точку А'"’. Прямая 

является искомым перпендикуляром опущенным из точки

М(Мг)ЪЬ ПЛОСКОСТЬ

. Дальнейших упрощений можно добиться основываясь на извест­

ном из § 7 задания коллинѳаций основных полей,
при котором изображение 77) хТгг ~=X/ г  является центральной 

проекцией пространства % ' хж )^х 'іг .Как было установлено,для 

этого одна из коллинѳаций должна представлять собой пидобиѳ. 

Кы возьмем частный случай подобия- равенство полей .

В соответствии с этим на плоскости чертежа (рис.61) при по­

мощи аксонометрических о с е й /,  определим основные поля .77) 

Jf^ и Л$ . Коллинѳацию 'л -77) представим равенством рядов

Xft{0Г Я«г) =Х,г (0, P/z)u.-Zt3 (0; В,3)  = (о, ВІ$)
коллинѳацию же ж ) 7rjTz  соответствием рядов:

Xiz(О,Л/л) = Х/2 fo', fitz) и У із(о,Ру, ? г з ) Ж Уц(о',Ру, Су) 
Тогда несобственная плоскость ?°"опредѳлится основными пцямы- 

миг/2“ чи UГ  .Она будет параллельная плоскости .Я) .Радиус дис- 

іандиовйой офуидасти /^“ раиен отрезку О'Су .Офужность X дайна 

бытѵ описана вокруг точки Ру",так как пѳрпиндинуляр,опущенный 

из центра S ' 1 л пространстве, параллелен координатной o c z y ' i
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Если,например, из точки следует опустить перпен­

дикуляр на плоскость (%), то уже извѳстншянам построе­

ниями находим полюс У несобственной прямой /ѵ

плоокоотиоС(0( аг) ц  проводим прямую■Л/Л '^/Ѵ ^оторая и будет 

искомым перпендикуляром.

Рассмотренный частный случай центральной акоономѳтрии 

называется перспективой, прямая линией горизонта. точка 

Рч^ г л а в н о й  точкой схода, полеЭТі -  картинной плоскостью, 

прямая К<г- основанием картины и п о л е ^  -  предметной плос­

костью.
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Г Л А В А  Ш

п ж і т о п т я  мплмгъ ТРЕЖЕРНОГО проективною 

ПРОСТРАНСТВА

§ 12. Сущность моделирования

Из первых двух глав нам ужа известна возможность отоб­

ражения пространства на плоскость-проектированием или кол- 

линѳарным преобразованием. В обоих случаях отображение ха­

рактеризуется всеми свойствами трехмерного пространства. ІІы 

убедились, что проектированием или преобразованием коллинѳарво 

основные поля трехмерного пространства ЖІ= X/t  на плос­

кость изображений в поля , аа чертеже возможно

выполнение всех позиционных и мѳтричѳсних прост­

ранственных построений, уже независимо от трехмерного прост­

ранства. При помощи основных полей Т і  к 111= X/ t  изображение 

становится как бы самостоятельным плоскоотнш трехмерным 

пространством, можно сказать расплющенным в плоскость трех­

мерным пространством. Однако,эта независимость не абсолют- ■ 

ная. Все наши суждения о пространствѳнности изображения в 

первых двух главах основывались на однозначной связи трех­

мерного пространства и его изображения полу.ченного проектирова­

нием Хіь или коллинѳарным преобразованием

7Г' X ХІг ъ Л і  хІГгвХ/t. .
Естественно возникает вопрос- нельзя ли плоскостное 

трехмерное пространство построить прямо на плоскости чертежа, 

и абсолютно независимо от изображаемого трехмерного прост­

ранства? При этом так,чтобы на нем могли быть выполнены все 

пространственные позиционные и метрические построения.
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Постановка такого вопроса приводит нас к. необходимости 

плоскостного моделирования трехмерного пространства.

Сущность моделирования заключается в следующем: на плос­

кости чертежа выбирается произвольное множество элементов. 

Элементом могут быть любые образования,принадлежащие плос­

кости чертежа. Например, группа точек, группа прямых, плоские 

фигуры (треугольники, четырехугольники, окружности,эллипсы- 

зообщѳ любые плоские кривые), преобразования ( гомологии, кол- 

линѳации и вообще любые преобразования) и т .д . Короче говоря все 

что угодно ,лишь бы множество элементов принадлежало плоскости 

чертежа ,т .ѳ .  было плоскостным множеством элементов.

Затем перечисляются определения или интерпретации: "точек", 

"прямых" и " плоскостей" и их "отношения" , т .ѳ . указывается, 

что называется "точкой", "прямой" и " плоскостью". Интерпре­

тации "отношений" " совпадают", " различны"," принадлежит", 

"расположено", "равно" и т .д .  перечисляются все те отношения, 

которыми характеризуются точки, прямые и плоскости трехмерного 

пространства.
Далее «пользуясь плоскостными свойствами выоранного мно­

жества элементов, в принятых интерпретациях доказывается 

выполнимость всех аксиом трехмерного пространства.Аосле чего 

плоскостная модель трехмерного пространства считается построен­

ной.

После этого можно утверждать,что в построенной модели 

могут быть выполнены все пространственные построения доказуе­

мые аксиомами, выполнимость которых в принятой интерпретации 
уже доказана.
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Таким образом.плоскостная модалъ трехмерного пространства 

представляят собой какое-либо плоскостное множество адаман­

тов ( в указанном вша широком смысле) в принятой интепрп- 

тации.выподняшее акоиомы трехмерного пространства.

В дальнейшем плоскостную модель трехмерного пространства 

для кратности изломанна мм будем иногда называть так же и 

расплющенным пространством.

Ниже будет построена плоскостная модель трехмерного проек­

тивного пространства при помощи множества гомологий с общей 

осью»

В соответствии с вывѳизложенным при построении длооквотнайI« :•
модели трехмерного пространства могут быть использованы только 

плоокоотныа акоиомы и положения, доказуемые ими. üsbboiho, 

что для построения проективной геометрии трехмерного простран­

ства необходимы следующие три группы аксиом (Ефимов "Выожая 

геометрия" »Москва, 1945 г .) :

I 1-9 акоиомы овяэи (принадлежности)}

П І-б акоиомы порядка ;

Ш I аксиома непрерывности (Дѳдекинда).

Из всех этих трех групп аксиом, за иожлюченжем I 4-9 ,всѳ 

плоскостные. Поэтому на проективной плоскооти.где мы 

будем строить плоскостную модель трехмерного пространства, 

нельзя будет пользоваться теоремой Деэарга, так как она не 

может быть доказана без аксиом I 4-9. Но для наших дальнѳй- 

жкх рассуждений теорема Дезарга имеет фундаментальное значе­

ние, ввиду чего эту теорему примем как оксиому.
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Докажем предложение: на проективной плоскости можно 

пппгдоигь модель трехмерного пространства.если справедливость 

таооеии Деваргова Судет принята баз доказательства.

Предложение окажѳтоя доказанный,если при помощи геометри­

ческих фактов, имеющих место на проективной плоскости,будут 

введены специальные определения "точек",п прямых" и " плоскоо- 

тей" , выполняющих вое аксиомы трехмерного проективного прост­

ранства.

§ 13. Свойства множеств гомологий с обшей осью

Пусть дана проактивная плоскость Н  (рис. 6 2 ) ,для которой 

справедливость творены Дѳэарга принята без доказательств.

Тогда на плоскости^ может быть построена вся проективная 

геометрия плоскости , и следовательно, определена гомология 

со всеми ее известными свойствами, Иопользуя указанную воз­

можность, между точками плоокости И  установим произвольное 

гомологичное соответствие. Обозначим это соответствие чѳрез- 

^  .Соответственные точки плоскости// обозначим через-

и т .д . Множество точек , 3 ' .  C f  • • * и т-и 
отнесено к. одному плоскому полю точен ,4*5*,См . . .  и т .д .

к другому плоскому полю с(а .
Из свойств гомологии еледует,что на плоскости Н  для го­

мологии Р 1 существует ось гомологии X и единственный 

центр S i  . Таким образом, для плоских полей с<і и Qg. мы инеем 

гомологические соответствие Ң  о осью гомологии \  и цент­

ром S1 .
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Но между плоскими полями и °<г можно установить другую 

гомологию /э  , которая при той же оси X будет ставить в соот­

ветствию другие точки полей «** и и г. Как yifte из­

вестно, ѳоли задана определенная ось гомологии, то она одноз­

начно определяется двумя парами соответственных точек. Пусть при 

оси X гомология Ң  определяется парами соответственных то- ' 

чек ^ ß ' ^ ß "  .  В силу этого, прямые Д 'В 1 и Я аВ ''  пере­

секаются на оси У в некоторой точка £ . Проведем прямую С"Х>", 

проходящую через точку ^ , и гомологию определим парами со­

ответственных т о ч е к ^ й ^ и ^ 'з г С '' .  Тогда, два гомологии /?  и /?  
окажутся различными, так как они точкам к г и В1 плоского 

поля <Xf ставят в соответствие различные точки-С^и С 11 плос­
кого поля с(х .

Основываясь не тех же рассуждениях, между плоскими полями<Х/ 

и 0(г можно установить гомологии , Р , , Ps  и вообще произволь­

ное множество /2 различных гомологий, имеющих общую ось X  •

Так как каждой гомологии воѳгда соответствует определенный 

центр , го множество гомологичных соответствий P„ P ^ P j , / ^ ,  Ps '"
■ fn. на плоскости Ң  образуют множество центров гомологий.

Отметим некоторые, важнейшие для наших рассуждений, извест­

ные свойства этих гомологичных соответствий.

I . Для любых двух произвольных гомологичных соот­

ветствий Рі и Рг существует единственная пара соотвѳг- 

ветственных точек Я *л Я" .соответствующих друг другу в 

обеих гомологических соответствиях . Действительно ,н*ж—

дое гомологичное соответствие как было отмечено, опре­

деляется двумя парами соответственных точек. Коли

i
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допуститъ существование двух пар соответственных точек соот­

ветствующих друг другу в гомологичных соответствиях/? и / |  ,то 

тогда эти соответствия окажутся совпадающими,что противоречит 

первоначальному условию о различности соответствий /? и  /?  •

Покажем,что для двух различных гомологий /? и / |  всегда 

существует пара соответственных точекЛ 'к Я "  * соответствующих 

друг другу в обеих гомологиях. Пусть на плоскости Н  заданы 

гомологичные соответствия и Рг с центрами S f и J ’z (р и с .63). 

Возьмем произвольную пару точек В 'ъ  ^ 'соответстви я  В  . В го­

мологии Рх точке В "  будет соответствовать некоторая точка В'0 . 

Построим прямую В 'в 'о  и ее пересечение с осьюX точку р  . 

Прямые 3 '8'а z f y ß "  соответствуют друг другу в обеих гомо­

логичных соответствиях. В самом деле, они проходят через соот­

ветственные точки В 'іс б " ъ  8 'о ігВ и и пѳрѳсѳкаютоя на оси Ж 

в одной точке £  . Прямая S fS t  с приыми 8 'ß o  и £  .^п ересекается  

в определенных точках/^ и . Точки Я*  и В *  будут искомыми, 

так как они удовлетворяют требованиям перспективности по гомо­

логиям /9 и Ң_ , т .ѳ . прямая Я 1 Я "  проходит через центры 3-,ъ 

J j ,  а точкИ/^' и В "  лежат нэ соответственных npm m x.ß 'ßo и
Легко заметить,что искомая пара точек не зависит

от выбора вспомогательной пары В '^ В 11 » ибо допущение против­

ного приведет к совпадению гомологий/? и Рг противоречащему 

первоначальному условию о их различности.

’і .  Существует множество гомологий, ставящих в соотвѳт- 

ветствие одну и ту же пару точек Д '  ъ  Я "  . Ь справедли­

вости этого свойства легко убедиться, исходя из опре­

деленности гомологии парой соответственных точек и

7
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Рис. 6 3
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центра гомологий. Пусть на плоскости Н  гомология опреде­

лена парой соответственных точек Р'т гЯ" к центра JV . (Ось 

предполагается всегда неизменной). Но, при помощи п а р ы Я" 

можно задать другую гомологию если на прямой Я 'Я "  выбран 

другой центр гомологии . Продолжая таким образом.очевидно, 

можно определить гомологии Рг> Рч> Ру . . .  и т .д . Все они будут 

различными и ставящими в соответствие одну и ту же пэру точек

Я '*  Я*.

3 . Цели три гомологии Р,,Р? и Pü не ставят в соответ- 

ветствие одну и ту же пару точек, то тогда существует един­

ственная пара полных.соответствующих друг другу по гомологиям 

?2 ,P j .Пусть на плоскости Н (рис.ь4) даны различные гомоло­

гии Р і,Р г,,Р і, . удовлетворяющие требованию свойства (3 ) . 

Согласно свойству ( I )  для каждой пары из гомологий Ä / ? ,  ß  

существует только одна общая пара соответственных точек. Пред­

положим,что для гомологий Ң  и /Э общей парой точек является 

Я 1тгЯ,,адля гомологий PL и ß  -  пара точек В ' ^ В " » а д а  гомоя 

логий Р  и Рх -пара точек С1 f  С ''. Покажем,что тройки точек 

7} ' ,  В ' * С'- * Я* і 8 м, С "  расположены напряшх,пересекаю­
щихся на оси гомологий )( . Действительно,прямые Я ' З '  ѵі#йв п 

является перспективными по гомологии /-* , так как соединяют 

соответственные n o ß  пары точек Я 'уг.Я " ъ В ' ^ В '1* поэтому 

они пересекаются в одной точка ^  на оси X • Но, с другой 

стороны.прямые^'/З' и Я " в и перспективным и по гомологиям/^ 

и /^  .ибо они точку ^  оси X  соединяют с парами Я 'ъ Я "н в 'Х В \  

соответственными по и .
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Теперь заметим,чго,8оли пара точек С'т?С" не будет принад­

лежать пара прямых Д '& 'ъ Я "  8 "  , то тогда получим противо­

речие. В самом деле, пусть пара С'угС" не принадлежит 

пере . Выберем на оси X точку t  ( н а  рис.65

не показано) отличную от £  и соединим ее прямыми с точками 

С 1 и С* • Получим прямые C 't  и C *â, соответственные по гомо­

логиям Ң  л / \  . Но Я '8 '  в Я*Я "  танка соответственны по 

тем же гомологиям. В силу этого, точки пересечения соответ­

ственных щ ж ш .Я 'З '*  C 't  и Я " б у д у т  соответствен­

н а »  по гомологиям /9 и /з  . Таким образом подучим,что го­

мологии /9  и к р о м е  пары точек С ’тсС" ставят в соответ­

ствие ѳща одну пару, в это противоречит свойству ( I ) .  Поэтому 

пара С 'угС "  непременно должна принадлежать паре прямых*?"#'' и 

А Г В " .  Следовательно,гомологичные соответствия Р ,,Р Ь вр 3 

действительно характеризуются свойством (3 ) .

4 . Существует множество гомологичных соответствий.

іотавямих в соответствие одну и т.ѵ же пэру прям іи-.
'  ...........  '

Каи было показано выше, для трех различных гомологий 

и Ң  оуідѳствуѳт пара прямых, соответствующих друг другу в 

этих гомологиях. На основании этого легко показать справед­

ливость свойства (4 ) . Пусть пара прямых (^соответствует 

друг другу по гомологиям %  , / j  и Р 3 ^рис.6 5 ).Определим 

на плоскости//- гомологию/^ , отличную OJĴ гомологий <9 , / ?  к р .
Для этого выберем на прямых f  и Рп пары соответственных 

точен з 'т іѣ "  и е 'я  Е а .определяющих Р* ; при этом тая, 

чтобы J>' в В '  лежалн на прямой £ 1, а параі>"и £ "  на прямой^.



Тогда »очевидно, го м о л о ги я б у д е т  удовлетворять требованиям 

свойства (4-). Легко усмотреть,что таким же образом можно 

построить гомологию Р^,Р6 ,Р г  . . .  и т.д .,откуда и следует 

справедливость свойства (4 ) .

Таковы некоторые важнейшие свойства различных гомологич­

ных соответствий между точками основных двух полай с^и о ^  

на проективной плоскости Н  . Эти свойства справедливы для 

всех различных гомологичных соответствий между плоскими по­

лями ^ и  Q'j ,так как доказательства, приводимые выше .основы­

ваются на общих расоуждѳниях, исключающих положения, харак­

теризующие частные, непроективные свойства гомологичного 

соответствия двух совмещенных плоских полей.

§ 14. Особые множества гомологичных соответствий

Однако,во множестве различных гомологий существуют осо­

бые множества,для которых справедливость перечисленных свойств 

без пояснений может показаться не вполне очевидной.

На плоскости И можно подобрать такое множество гомологич­

ных соответствий, центры которых совпадают с одной и той же 

точкой плоскости Ң . В самом деле, в существовании такого 

множества гомологий легко можно убедиться следующим рассужде­

нием: на проективной плоскости каждая гомология определяется

осью,центром и парой соответственных точек. Поэтому различные 

гомологии могут иметь общую ось и. центр,'во пары соответствен­

ных точек должны быть непременно различными, т .ѳ . при указан­

ных условиях соответственные точки одной гомологии не должны
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Рис. Sb
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быть соответственными в какоѵ.-нибудь другой,ибо тогда различные 

гомологии окажутся совпадающими. Руководствуясь этим положе­

нием,на плоскости// (рис.66) гомологию определим осью X  , 

центром и парой точек %!, тгЯо . Опредолин теперь гомологию/? 

с гой же осью X , и центром п ерсп екти вы ^, совпадающим с цент­

ром 5* и парой 5 'т 5 ; л р и  этом эту пару подберем так, чтобы точ~ 

ѵ лВ ' Ѵі ß "  оказались соответственными по гомологии/^ . Оче­

видно,/? и /2? будут различными гомологичными соответствиями плос­

ких полей d)  и с/г . Аналогично могут быть построены •••

и т.д ..сколько угодно различных гомологий. Характерной особен­

ностью полученного множества различных гомологий , в отличие от 

всех остальных, является то, что их центры S, , Хг , S j  , St, , 

j s  , . . .  и т .д . совпадают с одной и той же точкой плоскости

Ц . Однако такое особое множество различных гомологий мы 

можем причислить к множествам, характеризующимся свойством (2) .  

Существуют две точки плоских полей с/*и о/г , которые соответ­

ствуют друг другу в гомологиях P i,Px ,P 3 ,P 4,Ps- ■■ ■ И т .д . Дей­

ствительно, покажем,что эта пара точек совпадает с точкой плос­

кости / /  , с которой совпадают центры г о м о л о г и й J i , Л , і ! г "

. . .  и т .д . Возьмем точку Л ' плоского поля совпадающую с 

центром Si , и построим ей соответственную точку в плоском поле 

о/г по гомологии/^ . Построение выполним по известному правилу 

построения соответственных точек. Точку,#' соединим прямой' с 

какой-либо точкой например ß ' . Точке 8 '  njc гомологии /£  , 

в поле о(г соответствует определенная точка В " , Соединим эту 

точку с точкой ^  , пересечением прямой f l 'B '  с осью /  , и на 

прямую В "  спрооктируѳм Л ' из центра гоыол.огии J *  . Но- соот­

ветственные прямые Я 'ß '  и ^  В "  ввиду совпадения точки Д '  с
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центром Si_ .совпадают. Поэтому луч f l'S i,  ( многозначно определяю­
щийся ) пѳрѳсвчѳт прямую у  В "  в точка Я " , совпадающей с точкой 
д ‘ . Таким образом, точки Д ' , fl*  по гомологии Ң_ соответственны 
и совпадают с центром гомологии . Рассуждая аналогично,для 
г о м о л о г и й / Я * , ,  /О... и 5.д. получим,что пара точек 

соответственны и по гомологиям,центры которых Sy , Ss , JV » » 
. . .  и т.д. совпадают с центром^. Следовательно, множество 
ГОМОЛОГИЙ р ,  Р  , Р3 , P f, Р г  . . . И  Т.Д., С ОбЩИМ ЦѲНТрОМ J  ха~ 
рактѳризуѳтоя свойством ( 2  ).

Укажем теперь на другое особое множество различных гомоло­

гий плоскости Н . Согласно свойству ( 2  ) на плоскости Н су­

ществует множество гомологий Р ,,Р г ,Р 3, Р ч ............и т .д . ,  ста­

вящих в соответствие единственную пару точек плоских полой off и 

о(г . Отсюда, как следствие вытекает,что центры таких гомологий 
всегда расположены на одной прямой плоскости Ң  . Однако не 

всегда можно утверждать обратное. Т .ѳ . можно построить на плос­

кости Ң ряд гомологий^цѳнтры которых хотя и будут расположены 

на одной прямой,но не будут характеризоваться свойством ( 2  ) .

Действительно,зададим на плоскости Н  (рис.67) две гомологии 

Pj и Рг .Тогда, со гласно свойству (У ) существует пара точек 

соответствующих друг другу по этим гомологиям. Поэтому 

центры Sj и S z гомологий f t  иРг будут расположены на прямой 

Определим теперь гомологию р  при помощи пары P 'ö r ß '' и центром^ 

на прямой Гомология ß  не будет ставить в соответствие 

п а р у и б о  оке точке ^ 'п л о ско го  поля относит точкуß ,f 

плоского поля 0(2 ■ Но согласно свойству (■/ ) будут существо­

вать две пары точек С'тгС" и , соответственные -первая

по гомологиям р , , ß  , а вторая по Р1 ,Р І  . Теперь можно постро­

ить гомологию /3  , определив ее парой С*т К "  и центром Sjf
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ва пржой Si St . Гомология Ри но будет славить в соот­

ветствие пару С 'Jr С "  , которая является общей для гомологий 

Pi t ß .  Продолжая таким образом .можно определить гомологии 

р  рб Ру . . .~ и  т .д . Полученное множество гомологий f t  , ,

д , , p s , р( , р 7 . . . и  т .д . , очевидно искомое , т .е .  

не будет характеризоваться свойством ( 2  )•

Однако, у этого множества гомологий легко обнаружить свой­

ство ( 4  ) .  В самом деле, пусть прямая S i  S z , на которой 

расположены все центры гомологий S t,  S t / Ss , -Г«о^г< т .д .

встречает ось перспективы /  в некоторой точке ср . Тогдѳ/ прямые 

и 9  Я" соответственны по в сем гомологиям ß ,  Рг, Рі . Р о Рг  

f>' . . .  и т .д . ,  так как на них расположены все пары точек,

определяющие эти гомологии ,что и доказывает справедливость 

свойства ( 4  ) Для построенного нами множества гомологий.

Таковы геометрические факты, имеющие место на плоскости , 

при установлении различных гомологий между ее точками.

Ниже будет показано,что, оперируя этими ,по сути плоскост­

ными геометрическими фактами, введением особой интерпретации, 

на плоскости Н можно построить плоскостную модель трохмѳр- 

ного проективного пространства и показать в ней выполнимость 

всех проективных аксиом. Эта возможность, как было указано в 

начале главы,находится в согласии с современным учением о трех­

мерном проективном пространстве, как о совокупности элиминтов 

л ю б о й  п р и р о д ы ,  называемых nтoчкѳми,,, ,,пpямыми,, и 

" плоскостями", выполняющих все аксиомы трех групп: І-связи 

или принадлежности; П-порядка и Ш-нопрерьшности. Как известно, 
существует много различных ИіНіѳрпротаций или моделей трехыѳр- 
ного пространства,служащих там или иным специальным геометри­
ческим целям.
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§ 15. Построение ддоскоотной подели трехмерного 

проактивного пространства

Примам следующие опрѳделения элементов:

1. "Точкой" называется центр одной определенной гомоло­

гии между плоскими полями о(< и Ыг. • "Точкой" называется также 

точка .принадлежащая либо оі* .либо сЛг .

2. "Прямой " называется множество точек Я "  плоских

полей(з(1 , <*г и центров гомологий,ставящих в соответствие 

пару точек . "Прямой "называется также прямая, при­

надлежащая либо Ыч , либо о(г .

3 ."Плоскостью" называется множество точек прямых <2' , а 11 

полей З ^ о ^ и  центров гомологий, ставящих в соответствие пару 

прямых а также плоские поля о(1 и Ыг в отдельности.

4. "Различными" "точками"считаются центры различных гомоло­

гий .установленных между полями ст^и .  "Различными" точ­

ками считаются также точки плоскооти/у , имеющие различные 

знаки '  и ч  принадлежности к полям с*, иЫ-г.

5. "Точки" считаются " совпадающими "тогда и только тогда, 

когда соответствующие им гомологии оказываются совпадающими.

6 . "Различными" "прямыми" считаются такие два множества 

центров гомологий .которые отавят в соответствие различные 

пары точек полей ^  ,

7. "Различными" "плоскоотяма" считаются такие множества 

центров гомологий .которые ставят в соответствие различные 

пары прямых полей и , а также поля О* и с/г  .

8. "Точка" "принадлежит" или "лежит на" ."прямой", если 

гомология, соответствующая этой "точка", ставит в соотвѳт-
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ствиѳ ту пару точек полей Oh и о(г , которые соответственны и 

по множеству гомологий,сопоставленных о " пряной " .

9. "Точка" не принадлежит "прямой " ,  если требование опре­

деления ( £  ) не выполнено.

10. "Точка" принадлежит "плоскости", если сопоставленная с

"точкой" гомология ставит в соответствие ту пару прямых полей % 

и ,которую ставят в соответствие множества гомологий .сопос­

тавленных с " плоскостью".

11. "Точка " не принадлежит "плоскости" , если требование 

определения (1 0  ) не выполнено.

На основании определения прямой и плоскости, мы вынуждены 

будем рассмотренные выше особые множества центров гомологий 

принять за " прямые" и " плоскости", ибо они удовлетворяют тре­

бованиям определения "прямых"и " плоскостей". Действительно, 

особое множество различных гомологий , имеющих общую ось я центр 

характеризуется, как мы убедились, тем,что они ставят в соответ­

ствие одну пару точек нолей eft и , хотя и совпадающую о центром 

перспективы. А определение ( 2 )  требует именно этого. Остается 

только общий центр рассмотреть как такое множество центров раз­

личных гомологий , которое совпадает с одной и той хе точкой 
плоскости Ң .Тем более что это не будет противоречить опреде­

лению ( д ) о " различности точек " .  Указанный общий центр го­

мологии, на основании 14) , можно рассмотреть как множество 

различных центров гомологии. В самом деле, различность точек 

обусловлена различностью гомологичных соответствий, сопостав­

ленных с каждой точкой , а особое множество гомологий, имеющих 

общий центр , удовлетворяет этому .требованию. Таким 

образом, общий центр гомологии, рассмотренный как
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множество центров, следует считать "пряной". Но такая "пряная"

отличается от остальных тем, что вся она вырождена в одну точку 

плоскости Ң  . Поэтому такие особые пряные будѳн называть "вы­

рожденными прямыми" плоскостной модели трехмерного проективного 

пространства.

Аналогично, основываясь на определении (Б ), особое ннохество 

центров гомологий, расположенных на одной пряной плоскости / /  , 

следует считать " плоскостью ” , так как это множество центров 

сопоставлено о множеством гомологичных соответствий, ставяцях 

в соответствии пару прямых плоских полей о({и с ^ . Ввиду того , 

что такое множество отличается от других множеств центров гомо­

логий, называемых такие ”  плоскостями " ,  расположением центров 

на одной пряной , то назовем его вырожденной "плоскостью” ,  інве 

мы покажем,что вырожденные "прямые" м ■  плоскости" также будут 

выполнять все аксиомы проективной геометрии.

Теперь,приступая к  проверке выполнимости каждой аксиомы, 

мы всегда будем прибегать к  свойствам гомологичных соответ­

ствий между плоскими полями и ofc плоскости//, существование 

которых в дальнейшем будет предполагаться без предварительных 

оговорок.

§ 16 . Выполнимость проекяшняс аксиом связи 

( принадлежности)

I .  КаЯОВЫ бы НИ бЫЛИ ЛВС ТОЧКИ $4 И Х^ГтаВСТИТИТ дчяапм а , . 

проходядая через точки JV . S i .

Б СО ответов ИИ С прянятши вэея ОШІ’ЩёЖВШЖШШ, эху ЗіЖ'ЕЩУ 

следует изложить в сведущей виде: Канавы бы ни <шид два
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центра гомологий S a и 5 ? , существует множество центров гомологий, 

ставящих в соответствия пару точек /4;л А'  полей и dz  . со- 

дврдащеа центры гомологий ^ и  Sz  . Доказательством справедли­

вости этого утверждения будет показана и выполнимость аксиомы I j .

Согласно свойству ( і  ) на плоокости/У существует пара 

точек Д 'к Л "  , соответствующих друг другу по гомологиям Ң  г/% , 

центрами которых являются S t  г S?  , а по свойству ( 2. ) существ 

вуѳт множество центров гомологий , которые ставят в соответствие 

точки Л '^ Л "  , стало-быть центрыS f и принадлежат этому мно­

жеству. Следовательно, аксиома І̂ _ выполняется для любой пары 

центров гомологий.

I  . Каковы бы ни были два различные точки S t и -Л , существуем
~ 2  ~ " 

не более одной прямой.проходящей через точки о» .

Эта аксиома соответствует утверждению: Каковы бы ни были 

различные два центра гомологий S*  и S z  . существует но более 

одного множества гомологий, содержащего центры S i , Sz •

Допустим,что существуют два различные множества центров 

гомологий, которш принадлежат одноврѳмѳннр центры S t и Sz .

Так как два множества различны ,то они ставят в соответствие 

различные пары точек Л 'т /Л 1' и ß 1* В "  полей d t  и Q/z .

Но мы допустили,что центры гомологий S t  и S i  принадлежат 

одновременно этим двум множествам гомологий, поэтому гомологии, 

соответствующие центрам и S 2 , ставят в соответствие две 

пары точек Л 1 ісЛ 11 и 8 '  и"В "  полей <%t и Ог , а этот вывод 

противоречит свойству ( /  ) ,  согласно которому для двух раз-
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личных гомологий существует только единственная общая пара 

соответственных точек. Следовательно,для центров гомологий и 

§ г существует единственное множество центров гомологий,кото­

рому они принадлежат. Таким образоы,аксиома I^ выполняется.

Tj. На каждой прямой имеется не mbhcq трех точек.

Существуют.по крайней море, три точки, не лежащие на одной 

прямой или

І°д . В каждом множестве центров гомологий.ставящих в соот­

ветствие пару точек Л ' ^ Я 11 полей и ffг  существуют не ме­

нее одного центра гомологий и пары соответственных точек. 

Существуют.по крайней мере, три центра гомологий.не принадле­

жащие одному множеству центров гомологий.ставящих в соответ­

ствие одну пару точек полей о(іи ffv .

Прежде чем прказать справедливость этого утверждения, 

необходимо вспомнить,что "точкой" мы назвали не только центр 

ГОМОЛОГИИ,НО И ТОЧКУ, либо ПЛОСКОСТИ о(і , либо плоскости qf, .

Поэтому нужно показать выполнимость аксиом I j  и І£ и для этих 
точек, так и в сочетании их с центрами перспектив. А это по­

казывается чрезвычайно просто- Из определения прямой, как мно­

жества центров гомологий .ставящих в соответствие пару А 1 тсМ* то­

чек, принадлежащих полям о(і е о(х , следует , что они обра­

зуют луч гомологии (здесь луч но полупрямая ) ,  который содер­

жит и точки . Любые две точки, принадлѳжапіие одна полюсу

и другая о(г , всегда принадлежит какой-либо гомологии и поэ­

тому ^как соответственные точки, определяют луч гомологии (вы­

полнимость аксиомы I j )  и при этом единственный. Через перу
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соответственных точек проходит единственный луч гомологии 
(выполнимость аксиомы І2 ) Бели взять точки полей Ыі и & г в 

сочетании с ° точками", как центрами гомологии, то выполни­

мость аксиом IjH  І2 также очевидна. Действительно, центр 

гомолории в сочетании с любой точкой полей и определяет 

луч гомологии я при этом единственный.

Теперь в выполнимости первой части аксиомы lg  убедимся 

следующими рассуждениями: множеству центров гомологий соответ­

ствует множество гомологичных соответствий плоскости Н  .
Оно должно содержать хотя бы одно гомологичное соответ -  

ствиѳ.на любом луча которого (при всегда существующей,общей 

для всех гомологий оси Л ) ,т .ѳ .  в нашей интѳрпрѳтации; называс- 

ной "прямой", существует не менее одного центра гомологии и 

пары соответственных точек полей зѴ и

Далее,на плоскости// не все гомологии ставят в соответ­

ствие определенную пару точек плоских полой Of, и о(г . Стало- 

быть,соответствующие им центры гомологии не все будут принад­

лежать одной "пряной". По крайней мере три центра можно подоб­

рать так, что один не будет принадлежать " прямой " , опреде­
ляемой двумя остальными центрами. В самом деле, но плоскости

И  возьмем два центра гомологий S t и S z . На прямой S tS 2 бу­

дет существовать пара т о ч ѳ к ^ Т Я "  , соответственных по го­

мологиям Ң  и . Таким образом, множество будет состоять 

из двух центров гомологий S i  h J j . Теперь зададим Рд так, 

чтобы в этом гомологичном соответствии точке Я '  соответствовал 

ла какая-либо другая точка ß "  , отличная от Я " . Тогда мно­

жество гомологий Р ,,Р г,Р з  будет таково,что оно не будет 

ставить в соответствие одну и ту же пару точек.Но так как R, и
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ставят в соответствие пару / у '  и Д н , а по Р3  они не

соответственны ,то поэтому центр гомологии не принадлежит

множеству центров гомологии S , , / г . Таким образом утверждение 
о

т доказано.откуда непосредственно следует справедливость иа
второй части аксиомы І д.

I  . Через каждые три точки , на дадашиа на
Ч

одной прям ой . проходит некоторая плоскость ОС’ . На каждой плос­
кости существует точка, принадлежащая плоскости.г

і£ . Три центра гомологии S i ,  S x я принадлежащие

множеству гомологий. ставящих в соответствие одну пару точек 
полой о(і я о (х .принадлежат множеству центров гомологий, ставящих 
в соответствие одну пару прямых полей обису'г, В таком множестве 
существует центр гомологии,ставящий в соответствие т.ѵ же пару

ПРЯМЫХ.
Согласно свойству ( 3 ) , три гомологичных соответствия с

центрами S ^ ,S X » если не ставят в соответствие па­

ру точек , то тогда ставят в соответствие пару прямых 

полей о і і  и c<t_ I а по свойству ( Ч ) существует множество 
гомологий .которое ставит в соответствие ту же пару прямых. _ 

Множеству этих гомологий соответствует множество центров перс­

пектив, которому и будут принадлежать центры S t ,  S i  и S j  . Сле­

довательно, три центра гомологий определяют множество

центров гомологий, удовлетворящее -требованию первой части 
о

утверждения 1^. Справедливость второй части усматривается из 

следующих рассуждений. Если множество указанных выше гомоло­

гичных соответствий определено только центрами S fj Sf } S 3 ,то 

всегда возможно построить центр -гомологий St, , принадлежащий 

множеству S i,  J j  . Действительно,пусть Q .ficßx. -  пара соот-

.8
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вѳтствѳнных прямых, по центрам перспектив S i ,S z ,S z  существую­

щая согласно свойству (3 ) . Определим теперь гомологию произволь­

ным центром St, и такой парой соответственных т о ч е к ß "  , чтобы 

^'принадлежала прямой <я' , а точка 5 ^ - прямой Я ". Тогда прямые Q1 и 

с г"о к 8жутся соответственными и в гомологии Ң  , а п о то м у ^  

будет принадлежать множеству центров гомологии S f , ~?г > .

Таким образом, убеждаемся в справедливости второй части утвержде­

ния І°* и, стало-быть, в выполнимости акоионы I  .
4 ‘ 4

І__. Через каждые три точки S*, . не лежащие на

одной прямой, проходит не более одной пдоонооти.

Этой аксиоме соответствует утверждение:

1° .  Три центра гомологии S t, S? и S 3 .на ставящие в соответствие 

одну пар? точек полей <*>и .определяют адинотвенное множество 

центров гомологий, ставящих в соответствие одну и ту же пару 

прямых этих полей. . ___
Множества гомологий , ставящих в соответствие пару прямых 

полей о(ли о(г  , мы различаем по парам соответственных пря­

мых . Если два множества центров гомологий ставят в соответ­

ствие различные лары прямых полей о*',и ofx ,то тогда они являются 

различна«. В противном случае совпадают. В ( 3 ) утвѳр

вдается,что центры гомологичных соответствий ^  и ^  ставят в 

соответствие единственную пару прямых полей о(^ъо/г , поэтому они 

определяют единственное множество центров гомологичных соответ­

ствий .которому принадлежат центры ^  , S z  н .

Следовательно, утверждение 1° справедливо, чем и доказывается

выполнимость аксиомы I  .
5

Легко усматривается выполнимость аксиом I и I  и для точек
4 5

полей о ^ и с ^ в  сочетании с центрами гомологии. В самом деле,раз­

личные сочетания троек пточакп могут быть следующие:
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Из трех "точек? не лежащих на одной "прямой?

1. Вое три являются точками л и б о ^ ,,  либо«'-!.

2. Две точки принадлежат полю о ^ о д н а ^ и  наоборот.

3. Две точки принадлежат либо с*, .либо <Ух. ; третьей явля­

ется центр гомологии.

4 . Две точки представляют собой центры гомологии,третьей 

является точка либо поля , либоА^ .

Выполнимость аксиом 1^ и I  .когда имеем тройки точек полейсг, 

или ^совершенно очевидна, так как с ними, по первоначальной 

условлѳнности, связываем существование единственных двух полей 

с{і И

Во всех остальных случаях на плоскости Н  возможно построить 

только единственную пару прямых,пересекающихся на оси перспек­

тивы X . Этой парой определяется единственное множество центров 

гомологий,ставящих в соответствие указанные прямые,это множество 

понашѳму определению и будет ѳдинствѳнной"плоскостыо".

Действительно,пусть из трех "точек" одна Л '  принадлежит 

плоскому полю Of'., , а две ß "  и С"  полю . Прямая ß ' c '  пере­

сечет ось X в единственной точке ^  , а ^  с точкой Л '  опреде­

лят единственную п р я м у ю /^ . Множество центров гомологий,по 

которым 5f Ь’о") будет единственной "плоскостью", опре­
деляемой данными тремя "точкѳми". То же самое получим .если 

возьмем две точки плоского поля cXj. и одну поля с<^.

Пусть теперь даны две точки Л 'ъ В 1 плоского поля «V и 

произвольный центр гомологии S j  . Гомологичное соответствие, 

центром которого является Jy прямую ß '  переведет на плоское 

поле сз(х в единственную прямую«?*#" . Единственная пара соответ­

ственных прямыъЯ'&' и-?'#* определят единственное множество
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центров гомологий .которое мы назвали "плоскостью".ч З!акиѳ же 

рассуждения мы можем приманить и в случае .когда взяты центр 

гомологий и две точки Я"  и В" плоского поля Ыг .

Наконец, пусть даны два центра гомологии и одна

произвольней точка Я ' плоского поля

Гомологии Ң  а Рг .центрами которых являются ^  и Л  , 

преобразят точку Д '  на плоское поле о ^ в  две единственные точки 

д " я  . Прямой Д"Д0  на плоском поле будет соответствовать 

единственная п р я м а я ( г д е  ^  ~  точка встречи прямой/7"До

с осью перспективы X )» а пара соответственных прямых 

определит единственное множество гомологичных соответствий,т.е. 

единственную "плоскость" .Легко усмотреть,что пара ц ен тр о в к и  

J 'g , сопоставленная теперь с точкой ^ п л о с к о г о  поля , приве­

дет к тому же результату.

I . Если две точки $1 ■ -̂ z. прямой U  лежат на плоскости о< , 

то каждая точка прямой сі лѳкит на плоскости & %

о
1 -̂. Если два центра гомологии Sie. J t ,  принадлежащих множеству 

центров гомологии, ставящих в соответствие пару точак полей рГ< 

и с(-} .принадлежат множеству центров гомологии.ставящих в соот­

ветствие парз прямых этих же плоских полей,то тогда и каждый 

центр гомологии первого множества принадлежит множеству центров 

гомологии второго множества.

Пусть по первому множеству центров гомологий друг другу 

соответствуют пара точек Д 'к Д *  плоских полей и Ыг. , а по 

второму -  пара прямых О -'к& '1 этих же плоских полей.
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принадлежащие первому множеству, принадлежат и второму множеству 

центров гомологии, то поэтому пара соответственных точек A 'f Ä '  

должна А'-*-Сі'в А" - г  Cl" . Допустим обратное , тогда , сое­

динив произвольную точку оси гомологии X с точками А ‘ к А!1, 

получим пару прямых A'cf и А"Cf. , соответственных по гомоло­

гичным соответствиям f t  и f t  с центрами S f  и . Но <2' и <2* 

соответственны также по гомологиям f t  и f t  . Поэтому пересе­

чением прямых ( a ' t Ä y )  и (& "X A "fy)  точки В' и В "  окажутся 

гомологичными. Таким образом мы получили две пары точек А)’ і 

и 3 '  ^ B f/ соответствующих друг другу по гомологичным соответ­

ствиям/* и / ^ с  центрами S ( n S i .  Этот результат противоречит 

свойству ( у ) ,  по которому существует единственная пара точек, 

являющаяся общей для двух различных гомологий. На основании 

этого заключаем,что точки Я '  и В "  должны принадлежать прямым 

Сі'кОІ1. Следовательно, каждый центр гомологии,принадлежащий пѳрвс 

му множеству , ставит в соответствие пару прямых а пото­

му принадлежит и второму множеству центров.гомологий.

Из вышеизложенного убеждаемся в справедливости утвѳржде- 
о

ния lg , что непосредственно показывает выполнимость аксиомы lg .

Ir,. Если две плоскости ^  и Д  имеют одну общую точку -А,то 

они имеют еще по крайней мере одну точк.ѵ ^ 2 .

Дадим этой аксиоме соответствующую формулировку: 
о

І 7_. Если два множества центров гомологий .ставящих в соот­

ветствие две пары прямых Q/ я  0!'ъ  /"полей#,и <*г.. имеют

общий центр А тако й  .что по этому центру гомологичны ^ л ^ ' и  

^ Z j f "  . ю  тогда непременно существует по крайней другой 

еще один такой же центр гомологии ■&,.
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По требованию утверждения 1^ пары прмых ( й / , а "  ) и ) ,

принадлежащих плоским полям и о(г , соответственны по центру 

гомологии Поэтому точки f l 1 и Я" , являющиеся пересечением 

прямых ( (Х'У-б' ) и (&''*■ ) ,  также соответственны по центру

По свойству (2 - ) существует множество центров гомологий, 

ставящих в соответствие пару Д ' . Стало-быть, существует 

по крайней мере еще один центр гомологии S z  , по которому# ’7 

Т8кжѳ гомологичный. Но в силу гомологичное ІИ Я 17t я "  и 

прямые & 'W Q ", Ѵ х і "  гомологичны по цнтру Sz • Отсюда можно 

заключить , что центр гомологии jg  таше является общим для двух 

множеств центров гомологии, ставящих в ооотвѳтсгвие прямые 

й і х А ,Іъ п о л е й с я  с*г .
о

Таким обрезом,справедливостью утверждения I  мы доказали
7 ~-

и выполнимость аксиомы I  .
7

Если за общую "точку" двух "плоскостей" принята точка 

плоского поля о^или (что, допустимо по определению ( 4  ) ) ,

то существование второй общей точки доказывается из однознач­

ности гомологичного соответствия следующими рассуждениями: 

пусть общая точка двух множеств центров гомологий, ставящих в 

соответствие две пары прямых и полей сг'/И ,

есть т о ч к а # 7, принадлежащая плоскому полю <af). Тогда точка # 7 

непременно является точкой пересечения прямых О/ъ і '  (противное, 

как было показано выше, приводит к противоречию). Но это приво­

дит к непременному существованию еще одной точки я "  пересече­

ния прямых а " ,  и являющейся общей для двух указанных мно­

жеств центров гомологии.
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lg .  Имеется нв менее четырех точек , не лежащих на одной 
плоскости.

В соответствующей формулировке будем иметь:
І ° д . Имеется не менее четьгоех центров помологий Sf ,Si,S3,Sif 

или точек принадлежащих плоским полям &іѵ( іof, .
не принадлежащих одному множеству центров гом ологи й .ставя­
щих в соответстви е одну паду прямых Q.'т CL" плоских полей 
р(і и Йг ■

О
Смысл утверждения Ід  заклю чается в том ,что минимальное 

количество центров гомологий, удовлетворяющих требованиям 
этого  утверж дения,равно четырем. Т .е .  в сегд а  можно подобрать 
четыре центра гомологий т а к , чтобы они одновременно не с т а ­
вили в соответстви е одну пару прямых полай Pf, и tf-j. . В самом 
д е л е , пусть даны произвольные три центра гомологий Sf, S2j S3 
По свойству ( 3  ) мы имеем,что на плоскости Н существует 
единственная пара прямых .принадлежащих плоским по­
лям о ^ и '^ г . , которые соответственны  в гомологиях с центрами 
S ^ S * *, ’ Зададим теперь гомологичное соответстви е парой
точек Д ' 7г Я" и точкой Д  т а к , чтобы прямые ü ' у й "  не соот­
ветствовали  друг другу п о ^  . Тогда ц е н т р ^ п о  определению 
( 10) не будет принадлежать множеству центров гомологий

• Очевидно, это предложение справедливо и для 
точек полей ^  и о / і  в сочетании с центрами гомологий, ибо 
для любой тройки точек полей ^  и с(г в сочетании с центрами 
гомологий, как  щ ж азали  выше, справедливо утверждение 1 ° , а 
четвертую  точку или цонтр гомологи::, не принадлежащую множеству 
взятой  трояки , всегд а  возможно п остроить. Таким’ образом ,утверж ­
дал и а 1° справедливо и , стало-бы ть,вы полнимость аксиомы I  по- 

8 8
к азан а .
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l g . Каждые два прямые, расположенные в одной плоскости, 

имеют одну общую точк.ѵ.

По принятым нами определениям этой аксиоме соответствует 
утверждение:

І°_ Каждые два множества центров гомологий.отавящих в 

соответствие две пары точек Я'тсЯ1,ъ В '^ В "  полей <УѴ и fl» j и 

принадлежащие одномъ множеств,ѵ центров гомологий.ставящих в 

соответствие одну пару прямых полай ОѴи Дг і имеют

такой общий центр гомологий X . по которомъ пары точек Я'тгЯ'\\

В 1 к В "  будут соответственными.

Ввиду того,что два множества центров гомологий,по которым 

и В 'ъ В "  рринадлѳнат множеству центров гомологий 

ставящих в соответствие прямые &' т , то Я '  и В 1 принадлежат 

прямой О.', а Я "  и В"— прямой СХ" . Две пары точек Я 'ъ Я ^ ъ В '^ В 1' 

определяют одно гомологичное соответствие, имеющее единствен­

ный центр S i  . Но центр Sf ставит в соответствие одновременно 

пары точек Я 'я Я "  и Следовательно центр гомологии S i

принадлежит одновременно двум заданным множествам центров го­

мологий, т .е .  является общим.

Легко проверить,что эти рассуждения справедливы и для 

вырожденных множеств центров гомологий,когда они расположены 

на однойпрямой плоскости Н (рис.68) .  Таким образом, утвержде­

ние Ід справедливо для плоскости// , а потому аксиома Ід вы­

полняется.

На основании вышеизложенного мы можем заключить,что построаі 

нов на плоскости множество "точек" ."прямых" и "плоскостей" 

таково,что они выполняют все проективные аксиомы принадлеж­

ности. Поэтому для них справедливы все теоремы, доказательство
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которых основано только на этих аксиомах. В частности, как 
известно,при помощи проективных аксиом для нашего 

множества "точек" , " прямых" и "плоскостей" могут быть дока­

заны следующие важные для целей начертательной геометрии три 

теоремы:

1. Две "плоскости 11 всегда имеют одну общую " прямую" .

2. "Плоскость" и не принадлежащая ей "прямая," всегда

имеют одну общую "точку".

3. Три " плоскости" ,  не принадлежащие одной "прям ой", 
всегда имеют одну о о 'щ т .то ч к .у ."

§ 17. Выполнимость проективных аксиом порядка и 
непрерывности

Приступая к доказательству выполнимости проективных 

аксиом порядка и непрерывности в построенном нами множестве 

элементов,напомним,что плоскость// ,на которой мы строили 

модель трехмерного проективного пространстве; первоначально 

нами принята проективной плоскостью. Как известно,все проек­

тивные аксиомы групп П и fflj относятся к точкам прямой,
I—б

поэтому они имеют место на плоскости// . Плоские поля Я '/И б)',, 

по первоначальному условию . образованы гомологичным соот­

ветствием между точками проективной плоскости / /  . Поэтому 

проективные аксиомы групп Пу_6 и Ш1 следует считать спр.: 
ливыми , либо для плоского поля р Ц ,  либо для of2. 

(хотя будет вполне логичным считать их справедливыми для обоих 

плоских полей одновременно). Примем, что проективные аксиомы 

и /"у справедливы для плоского поля с(і .
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Нетрудно показать, что если в нашем множестве 11 точек " "прямых 

и " плоскостей" , хотя Оы для одной " плоскости" , аксиомы и

ИЦ ВЫПОЛНЯЮТСЯ , ТО В силу ВЫПОЛНИМОСТИ аксиом ■, они

справедливы и для любой " плоскости " нашего множества .

Для нашего множества элементов, из аксиом связи следует 

справедливость утверждения: Элементы любой 11 плоскости11 мог.ѵт 

быть спроектированы на любую д р у г у ю  п плоскость" с произвольной "

" точки" . не совпадающей с этими " плоскостями" .

Короче говоря , между любыми двумя "плоскостями" ыно -  

жѳства "элементов" может быть установлено перспективное соот­

ветствие, В самом деле, пусть даны двѳ"плоскости" и и 

одна "точка" ^Ѵ,не "принадлежащая" им.На одной из плоскостей о* 

и возьмем "точку" Я  . По аксиомам I j  и І 2 существует един­

ственная "прямая"^/^ , которая не "принадлежит" ни одной 

из данных "плоскостей". По теореме 3 "прямая" Si%  пересекает 

другую "плоскость? которой не "принадлежит "точка" Я , в 

единственной т о ч к е # ."  Точка"# является проекцией "точки" 

на эту плоскость. Продолжая таким обраврм, все "точки" одной 

"плоскости" будут спроектированы на другую "плоскость" о произ­

вольной "точки" S f  Следовательно между "точками" данных "плос­

костей" установится перспективное соответствие с центром перс­

пективы в "точке" S t,  . Ось перспективы всегда существует, так 

как по тоорѳме ( 2 ) всегда существует "прямая" пересечения 

двух "различных" "плоскостей".

Основываясь на вышеизложенном,заключаем,что плоское точеч­

ное поле ,для которого справедливы аксиомы П ^и Ш, , всегда 

может быть приведено в перспективное соответствие со всеми 

"плоскостями" построенного нами множества "плоскостей" на плос- 
.кости fl .Но так как пѳрспѳктивнра соответствие характерная-
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ѳтся однозначностью, коллиниарностыо и сохранением инцидент­

ности, то поэтому аксиомы и ^кажутся справедливыми

для всех "плоскостей" нашего множества.

Таким образом,мы доказали утверждение о возможности 

построения на проективной плоскости И  плоскостной модели 
Трехмерного проективного пространства при условии ,что для 

этой плоскости в дополнении плоскостных аксиом справедлива и 

теорема Дезэрга.

Элементы этой модели-"точки" , " прямые" и " плоскости" 

соответствуя определениям I—I I  , несмотря на совпадении с проек­

тивной плоскостью,выполняют,как убедились выше, все аксиомы 

проективной геометрии трехмерного пространства. Таку модель 

проективного пространства, ввиду ее вырожденности в плоскость, 

мы условились называть также и "расплющенным трехмерным 

пространством".

Совершенно очевидно,что для расплющенного трехмерного 

пространотва имеет место следующее утверждение:

Всякое проективное певддояение о проективном тцехмеином 

пространства или проективное предложение в проективном трех- 

мерном пространстве справедливо и для расплющенного трехмерного 

пространства. Утверждается и обратное.

§ 18. Несобственные элементы

Вое наши рассуждения и выводы о построении плоскостной 

модели относятся к проективной плоскости, но для того чтобы они 

были справедливы и для евклидовой плоскости, на которой нам 

приходится фактически осуществлять все построения , то для этого 

требуется, как известно, евклидовую плоскость дополнить несобствен-
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ныии элементами. Послѳ этого, множество несобственных точек< 

расположенных на несобственной прямой, можно охарактеризовать 

как множество центров аффинных гомологий, устанавливающих ооот* 

вѳтствиѳ между точками плоских полей сц̂  . Это множество 

центров свяжет соответствием единственную пару несобствен­

ных прямых и'^> и й^ополѳй °іѴ и Q» , пересекающихся на об­

щей оси помологии, т .ѳ . общей прямой полей и .

Поэтому, по принятым нами определениям, указанное мно­

жество центров аффинных гомологий будет "плоскостью", но "вы­
рожденной , так как все ѳѳ " точки " будут совпадать 

с несобственной прямой евклидовой плоскости//. "Прямая" вырож­

денной несобственной "плоскости" определяется как множество 

несобственных центров гомологий, ставящих в соответствие 

единственную пару точѳк и Д и&> , принадлежащих несобствен­

ным прямым о 'о*  й й і о  . "Точки" и "прямые" несобственной 

вырожденной "плоскости11 выполняют вое проективные аксиомы I ,  , 

П*.£ и Ш* , ибо их можно свести к утверждениям о перспективно 

аффинных соответствиях между плоскими полями # ,и  # ,  с неизмен­

ной общей осбю^ ,  точно так жа, как это было сделано выше для 

гомологичных соответствий между плоскими полями#* и

§ 19. Построение плоскостной модели трехмерного
евклидова пространства аналитическим методом

В этом параграфе в основу построения плоскостной модели 
трехмерного пространства положена указанная в начале'главы 

возможность различных интерпретаций трехмерного пространства, 

при которых самые привычные для нас определения и понятия 

ризического трехмерного пространства могут принять различные 

формы.
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Широко и звестн а,н апри м ер, аналитическая интерпретация 
геометрии с геометрическими отношениями,сведенными к число­
вым отношениям, к которой мы и прибегнем ниже для построения 
расплющенного п ростран ства .

Измеряя стороны треугольника#*?«? единицами одинаковой 

длины (р и с .^69) получим числа, метрически определяющие его с 

точки зрения евклидовой геометрии физического смысла, ®»в. 

величины углов и f  могут быть определены отношениями

1 ß - ß i + ß * .  > ~ ^  **-

где А длина перпендикуляра ££>, опущенного о точки В  на сто- 

ронуЛС  и получаемая равенством

А-  У 0.г ~ c / ß  u A W s к- -  )/~Сг — d ß - (2)

Однако, как известно,не противореча аксиомам измерения евкли­

довой геометрии,отрезки того же треугольника f l ß  С можно изме­

рить единицами различных длин, тогда численные значения сто­

рон Q, , ё  и £  изменятся, а потому изменится и метрическая 

форма треугольника Я & С •

Действительно, при других значениях длин сторон Q ., €  и с ,  

удовлетворяющих условию треугольника, отрезокB D  пѳреотанѳт 

быть перпендикуляром опущенным с точки в  на с т о р о н у ^ , ибо , 

в связи с изменением длины ё  -точка Т> определит длины , 

которые не будут удовлетворять равенства.

а г-  dd = Cl-o/d (3)
и c h + d ^ - ë -

J

Определив' же по этим равенствам новые значения Я/ и на 

стороне^С нэйдется такая точка Д>°, которая и определит
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отрезок BD0, представляющий собой "перпендикуляр", опущенный 

с точки В  на сторону%£ , соответствующий новым значениям 

длин Q. , б  и С . Теперь "прямыми", а ста'ло-быть и " равными", 
углами должны считаться углыДД>8 и CDoß .которые с физической 

точки зрения вовсе не равны. Совершенно очевидно , что в 

связи с изменением длин & , é  и С по соотношениям ( I )  получим 

другие значения углов о< у ß  и S' . Поэтому треугольник 

изменит свою форму.несмотря на то, что визуально он остается 

'прежним . Исходя из этого .специальным подбором единиц (зависящих 

от нас ) треугольнику ДбС можно придать любую "форму" : сде­
лать его "равносторонним"," косоугольным" и даже "прямоугольным" 

с "прямым" углом при вышине если длины CL , б  и С будут 

подобраны так, чтобы удовлетворялось условие 

а г -  б 1 +С

Все вышеизложенное может быть использовано для наших цѳлѳй- 

построѳния расплющенного пространства.

Действительно, пусть в плоскости Н  дѳн плоский четырѳх- 

угольникДбСР (рис.70) ,гдѳ углыВЯ2>>ВДС,  я С Я В  . обозначе­

ны через о( , ß  и I f  . С т о р о н ы \ЯІ> %ВТ> ,В С  я£>с 

измерим единицами равной длины и известным способом определим 

величины углов <* , ß  и /  . Так как четырехугольник /\ВСР  

плоский и единицы , которыми были измерены его стороны, оди­

наковы, то получим

ы - ß + Y -   ̂ w

Но как указывалось выше, специальным подбором единиц различных 

длин треугольникчм# £ С , 3 B D  и можно придать любую "форму;1
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а потому можно изменить и валичин;ьг углов Ы , ß  и f  .

Покажем,что единицы измерения для с т о р о н у  , щс ,z fD , 

ЩВСи2) С  можно подобрать так, чтобы величины углов о( , ß  и 

X удовлетворяли условию

c (< ß + l f -  (5)

Для этого одиницы измерения сторон , д с  , д р  , В Р  и ВС 

оставим без изменения,изменим только единицу измерения сто­

роны P C  , при этом подберем ее так, чтобы величина угла У  

по треугольникуЯС-Р получилась больше первоначальной вели­

чины . Тогда, очевидноэ условие (5) будет удовлетворено.

Таким образом мы приходим к заключению,что отрезки,#^ , д с  

и ЯР  удовлетворяют условию трехгранного угла. Поэтому отрезок 

%С не принадлежит плоскости тройки точекъ  , ß  в связи 

с' чом точка С  , принадлежащая отрезку^г| ^т^акжѳ не принадле­

жит этой плоскости. Следовательно.фигура"bflSCP является тетра­

эдром. Однако фигура ДВС-Э такова,что если ее стороны изме­

рить ндиницами равной величины,то она окажется плоской.

Далее ясно,что тетраэдруЯ В ^ Р  , соответствующим подбором 

единиц измерения ,можно придать любую форму,в частности, можно 

сделать его и прямоугольным. В самом деле, пусть (рис.71) на 

плоскости Н  начерчен произвольный четырехугольник OflBC^ ja 

пусть отрезки Од. , OB и ОС измеренные какими-либо единицами 

измерения,имеют' длины Q , £  к С . Теперь, для о т р е з к о в ^  ,g £  

ЧіЯС подберем такие единицы измерения,чтобы их длины соответ­

ственно выразились числами:

</, і / о ч Т ?  ; €  - / € г +с*'  ; • / -

Тогда нетрудно заключить,что т р е у го л ь н и к и //^ ,
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На основании этого отрезки о  Я  ,о в  а о с будут перпенди­

кулярными между собой в точка О и поэтому образуют "телесный" 

прямоугольный трехгранник. Прямые отрезков , ОС и 0 ^  обоз­

начим через X ,У  и 1Е соответственно и пример их за 

прямоугольную координатную систему. Каждой произвольной точке 

плоскости Н сопоставим одну какую-нибудь ломаную ODEM с т о ­

ронами, параллельными осям X, У и 2 . Элементы OD,DEи ЕМ 
этой ломаной измерим единицами измерения осей х , У  -и 2  -Опре­
деленные таким образом числа, соответствующие элементам <25 J)E  

и £ М , обозначим через %М,УМ и і м собственно и примем их

за числовые координаты/^ . Сопоставив таким образом числовые 

координаты всем точкам плоскости Н  »примем следующие опреде­

ления:

1. "Точкой" называется любая точка плоскости// . имеющая 

определенные числовые координаты.

2 . "Различными точками" считаются любые две "точки".имеющие j 

различные тройки числовых координат.

3. "Совпадающими точками" считаются две точки .имеющие оди­

наковые числовые координаты.

4. "Отрезком "считается система двух "различных" "точек".

5 . "Расстоянием "между двумя "различными точками"______

М{Хн> Уло і» )  и- Ы( t u ’У ы.ін) или " длиной отрезка//А ''"_______

считается положительное число »полученное из выражения:

о  =  /7 £ Г х « > ' + ( У ѵ -  м-2г/) г  ' *

J  ■ . (б)
Покажем теперь,что множество определенных таким образом

"точек" плоскости Н  является метрическим трехмерным пуосгран-
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ством. Действительно,легко усмотрѳть;что наяѳ множество "точек1? 

плоскостн Н  удовлетворяет требованиям следующего определения 

метрического пространства по П.С.Александрову ( "Введение в об­

щую теорию множеств и функций " Москва; 1948 г . стр. 227 ) :  

метрическим пространством называется множество /^  элементов произ­

вольной природы, называемых "точками" метрического пространства#, 

в котором для любых двух элементов M ,N  определено неотрицатель­

ное действительное число называемое р а с с т о я н и е м

инжлѵ точками М ъЫ и удовлетворяющее трем следующим тсдовиям;

Іу  Аксиома тождества —ß fM N )= . о тогда и только тогда, 

когда точки М совпадают.

2 . Аксиома симметрии

3. Аксиома треугольника—каковы бы ни были три точки М  

и С метрического пространства , всегда

') ■ + / » ^ н е ­

действительно, в нашем множестве элементами названы "точки" 

плоскости Ң  . Природа их такова, что каждой "точке" ооответот-

ствуѳт определенная координатная ломаная с элементами, парал­
лельными осям X 1 У » ?  плоскости / і  . Длины элементов ко­

ординатной ломаной определяют числовые координаты рассматрива­

емой "точки". Две "точки " М и N  нашего множества совпадают 

тогда и только тогда .когда г

, У ң - У «

Известно,что выражение { 6  ) расстояния между двумя различ­

ными точками удовлетворяет всем требованиям трех акоион, вхо­

дящих в определение.

9
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Таким образом, наша множество "точек" плоскости И  есть 

пространство и так квк кавдая "точка" сопоставланѳ с тремя 

числовыми координатами,то поэтому оно -  трехмерное пространство. 

Однако это трехмерное пространство отличается от обычного неиме­

нием наглядной прострвнствѳнности в физическом смысле; его "точки" 

по первоначальному условию лежат на плоскости Н  , следовательно, 

оно вырожденное и поэтому, его как отмечалось выше, целесообразно 

называть " расплющенным трехмерным пространством".

Далее легко показать, что расплющенное пространство, построен­

ное при помощи "точек", содержит в себе также элементы второго 

и третьего родо^, именуемые в геометрии трехмерного пространства 

прямыми и плоскостями.

Примем олѳдущиѳ определения:

6 . "Плоскостью" называется носитель множества "точек" плос­

кости Н . координаты которых связаны линейным уравнением вида

ЯІ+ВУ+СЪ + Ь - °  (7)

7. "Различили плоскостями " называются носители таких ._______

д в у х  множеств "точек" плоскооти Ы . координаты к о т о р ы х  овяааны 

различили линейными уравнениями вида (7).

8,. "Прямой" называется носитель множества точек плоокооти/У , 

координаты которых удовлетворяют одновременно двум уравнениям 

вида (7) с непропорциональными коэшфициентами.

9 . "Различили п р я м л и  " называются носители таких д в у х  

множеств точек плоскости Н . координаты которых одновременно

у д о в л е тв о р я ю т д в у м  парам  уравн ен и й  вида (7) ; п р и  э то м  к о о р д и н а ты 

о д н о го  м нож ества  уд о в л е тв о р я ю т уравн ен и ям  п ервой  п ар ы , а ко о р д и ­

н аты  в т о р о г о  множества координаты д р у г о й  пары уравнений.
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Возможность подбора на плоскости Н  множества точек с 

координатами, удовлетворяющими требованиям определений 6 ,7 ,8  и 9 

совершенно очевидна и поэтому не требует специальных пояснений.

Р ассм о три м  поведен и е то ч е к  особ ы х-м н ож еств  п л о с к о с т и #  .

Пусть на плоскости / /  (рис. 72) вышеизложенным способом пост -  

ровны прямоугольные координатные осаУ , у и Ъ- . Проведем 

произвольную прямую L  и построим множество точек с определен­

ными координатами, при. этом так, чтобы все они были располо­

жены на прямой U , такінэпримѳр, точку М (*н> . П у с т ь  

далее прямая L  на осях у  , у  , ъ  отсекает отрезки определен­

ных длин , -€ь и ^(соответственно измеренные единицами 

измѳрѳни^), при помощи которых была определена перпендикуляр­

ность осей X , У и Б  . Покажем,что координаты множества таких 

точек связаны уравнением плоскости

d u  Ьи
(S)

В самом деле, возьмем из этого множества произвольную точку 

М(Хц, Уf», Ъ м )  и продолжим ее координату Ум до встречи с 

прямой L  в точке . Отрезок flM v  обозначим через , а 

отрезок ВМ о  через .Следовѳтѳльно.»

У'*=-Им+У'м- . <9 >

Ввиду подобия треугольников 0 І>£ ъМ&г* будем иметь

! " J f  « ° >

За зчтиы,что выполнение соотношения (9) и (10) обязательно для 

любой точки рассматриваемого множества.
У равн ен и е прямой и  в о т р е з к а х  на о с я х  X и у  б у д е т
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Хм Ун . 
а » *  tu  = у ‘‘

Но так как> М  соотвоівваям (9) а (Ю)

( I I )

то.подстамяя. значение У'н в уравнение (II),подучив

*0. + '
<2* 6 ,

ала <U Й/

Следовательно рассматриваемое множество точек таково, 

что их координаты связаны уравнением плоскости. Их носитель 

( в этом случав пряная Ь  ) ,  согласно определению (6 ) ,  есть 

плоскость . Но, так как носитель вырожден в прямую,то для 

различия этого особого случая от других ,нѳ особых. случаѳв^,назо 

вен такой носитель "вырожденной плоскостью". Очевидно таких 

вырожденных плоскостей на плоскости Н  можно построить сколько 

угодно,например, 7 " и т .д .

П осуош  теперь особое множество точек /ѴудѴ, ,

р (Х р , у \ ,  & ( У&> ........................ «г *»Д- Особенность
этого мноЦрства заключается в том, что все они визуально хотя 

и совпадающе одной точкой плоскости И , но, по принятому 

нами определению, являются "различными "точками, так как каж­

дая из них имеет свою тройку числовых координат.

Покажем теперь прямолинейность точек указанного множества. 
Для этого проведан через точку плоскости у/ , с которой визу­

ально совпадают рассматриваемые нами точки, две прямые Ь  и Т  , 

отсекающие на осях /  , у .  , н  отрезки 4 *, ёь  , <?/> и &г  , €г  , 

С у ,  и примем их за вырожденные плоскости. Тогда, как быео уже
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пржазано вш ѳ , подучим

Х_
с и 4 к Cl -  7

Но рассматриваемое множество точек Р(Хм, У*,

(12)

/С/Ул/і У/fi 2if)

p(X p ,y f> ,Z p)j и т .д . принадлежит носителям этих

вырожденных плоокоотей и , как мы уже знаем, координаты его 

точек удовлетворяет у£ввнѳнжям(І2). Поэтому, согласно опрѳдѳ- 

ленжю (8) ,  рассматриваемое множество точек принадлежит одной 

прямой. Однако носитель-прямая этих точек -вырождена;в одну 

точку плоокоотя) поэтому назовем ее " вырожденной прямой".

На основании вышеизложенного, можно заключить,что после вве­

дения на плоокооти Н  прямоугольных координатных осей х  * У . г  .

наши определения "точек","пряных" и "плоскостей",равно как и 
"вырожденных прямых" и "вырожденных плоскостей", полностью совпа­

дают с определениями "точѳк","прямых" и "плоскостей" в анвлитичѳсі 

кой геометрии. Поэтому элементы плоскости Ң — "точки" , "прямые" 

и " плоскости " будут находиться в предусмотренных всеми аксио- ’ 

нами трехмерного пространства отношениях. J
Зо так как множество наших элементов,выполняя все аксиомы 

трехмерного пространства по первоначальному условию находятся 

на плоскости// , то,как отмечалось выше,целесообразно будет та­

кую плоскость отображений назвать "расплющенным трехмерным 

пространством".

Теперь можно считать доказанным следующее важное утверждение: 1 

Любое предложение или построение.имеющее место в аналитичес­
кой геометрии трехмерного пространства-, справедливо и для оасплн>-|

!щвнного трехмерного пространства.
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Рис. 71

Рио. 7  О

Рис. 72.
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Г Л А В А  ІУ

О ПОСТРОЕНИЯХ В ПЛОСКОСТНОЙ МОДЕЛИ 

ТГШЕРНОК) ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА

§ 20. Задание элементов плоокостной модели 
трехмерного пространства__________

Выше мы убедились, что на проективной плоскости 

монет быть построена плоскостная модель трехмерного проектив­

ного пространства,содержащая элементы "точки", "прямые" и 

"плоскости", выполняющие все аксиомы проективной геометрии. При 

этом, как мы видели, это было.осуществлено при помощи гомоло­

гичных соответствий плоских полей, совмещенных с проективной 

плоскостью. Оказалось,что,интерпретируя надлежащим образом 

свойства гомологичных соответствий, в построениях плоскостного 

характера можно вложить пространственный смысл и полностью 

отождествить их с построениями в пространстве.

Поэтому,производя в плоскостной модели пространства какие- 

либо построения, мы можем,не ссылаясь на свойотва перспектив­
ных соответствий и осноаываясь на их интерпретациях, действо­

вать так, как в случае трехмерного пространства .

Однако,учитывая особенности плоскостной модели трехмерного 

пространства или, как мы назвали,расплющенного пространства, 

необходимо предварительно ввести облегчающие построения опре­

деленные условности.

Прежде всего следует заметить, что вое доказательства, 

привѳденнзо нами при построении расплющенного пространства
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относились к проективной плоскости. Поэтому .говоря о фактически 

остроѳниях ,мы имеем в виду построения .выполняемые на плоскости' 
чертежа , являющегося евклидовой . Следовательно , для 

возможности использования результатов параграфов ШгЛьНЫ должны 

обратиться к евклидовой плоскости, дополненной несобственными 

элементами.

Пусть мы имеем евклидову плоскость// (рис. 73), на ко­

торой хотим, построить расплющенное трехмерное пространство.

Из принятых нами определений "точки","прямой" и "плоскости" 

следует,что для превращения плоскости// в расплющенное прост­

ранство эту плоскость необходимо принять носителем двух плос­

ких полей и указать прямую, являющуюся общей для них. В самом 

деле, "точка" расплющенного пространства нами определена как 

центр гомологии,установленной между полями совмещенными с 
плоскостью Н  • Поэтому для возможности построения

"точки” расплющенного пространстве,плоские поля должны быть 

первоначально заданы, В соответствии с этим, пусть прямая Л  

является общей для двух плоских полей и с?£. Для обозначения 

принадлежности прямой Л к  плоским полям 0(,я<% к букве Л  при­

пишем индекс аг,с/г . Теперь, задав гомологию с центром Cé и парой 
соответственных точек А щ и , согласно нашему определе­

нию, центр гомологии С4 явится " точкой" расплющенного простран­

ства. Но мы условились не ссылаться на гомологичнооть. Поэтому, 

в задании гомологии вложим следующий пространственный смысл: 

точки/^^і /^рассмотрим как точки,принадлежащие различным 

плоскостям с/, и д(г пересекающимся по прямой .Тогда точки 

Дт* и /^о п р ед ел я т  прямую ^гв/не принадлежащую ни одной из 

плоскосткй off и а точка Cg будет принадлежать прямой ёлв .
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При таком задании "точки" Се она всегда сопоставляется с парой 

точек ßa(t , расположенных; с ней на одной прямой,и,стало-быта^

необходимо задаться гомологией с центром в точке Се •

Таким образом,для того чтобы точка,взятая на плоскости/ /  ,

являлась точкой раошшцѳнного пространства, необходимо приписав! 

ей индекс о принадлежности к прямой,имеющей в свою очередь ин­

декс о принадлежности к точкам,принадлежавшим первоначальным 

двум плоскостям.

Указанным способом можно построить сколько угодно "точек" 

расплющенного пространства. В результате получим множество 

'точек", в котором,как мы уже доказали в пара графах Ш  главы, выпол­

няются все аксиомы проективной геометрии. Ооңовываясь на выполни! 

мости проективных аксиом при помощи "точек" в расплющенном проев 

ранстве,сможем построить и множество "прямых" и "плоскоотей".

Действительно,на основании аксиом I j  и І£ любая пара "точек’ 

расплющенного пространства определяет единственную прямую. При 

этом, так как наше множество "точек" состоит из "точек" плос­
костей , и Ы і , а также "точек", находящихся в расплющенном

пространстве, то пары"точѳк " могут быть следующие (рис.74);

I .  Пара состоит из точек,принадлежащих либо плоскости о(і , 

либо д{ . Такие пары точек определяют прямые, принадлежащие плосткі 

костям или с/г, например, или Увд .

2. Пара состоит из точек, принадлежащих; : одна плоокоотису) , 

другая плоскости с/г . Такие пары точек опрѳдѳляюгпрямые,не при­

надлежащие плоскостям с * ',и н а п р и м е р  ̂ , £ е > "  и *-Д» Выше

такие прямые были использованы нами для определения "точек".
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Р ис. ? 3

Рис. 7 5
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3. Пара состоит из точек: одна принадлежит плоскооти d i  илий 

а другая лежит в расплющенном пространстве. Такие лары точѳк^ 

определяют прямые .лежащие в расплющенном пространстве .напри­
мер, прямую 9ес.

4. Пара состоит из точек,принадлежащих расплющенному простра. 

ству.Такой парой опрѳдѳляѳтсяпрямая,лежащая в расплющенном 

пространстве , например .прямая о/ге

На основании аксиом Ц и і г  любая тройка "точек" расплющен­

ного пространства определяет "плоскость/'

Из построенного множества "точек" тройки могут быть следую­

щие:

1. Тройка точек состоит из одной точки плоскости d z  и двух 

точек плоскости о(,,или наоборот (рис. 75) .например,плоскость

ß (№ )'
2. Тройка состоит из двух точек плоскости с(і или <Уі и 

одной точки, лежащей в расплющенном пространстве, например, 

плоскость(fp jt' Тройку можно подобрать и так, чтобы две точки 

принадлежали расплющенному пространству, а одна -  плос­

кости о(і ИЛИ <*і.

3 . Тройка состоит из трех точек, принадлежащих расплющен- — *
ному пространству,например,плоскость с^црт •

На поотроѳнной"прямой" или плоскости, в свою очередь, 

можно брать точки и прямые с индексом их принадлежности к 

построенным "прямым" и " плоскостям".

Если на прянойolFt (рис. 74) взять точку 6 с индексом о! , 
то тогда она будет'определена той парой точек, в которых прямая 

d f t  пересекает плоскости и o<t . в главе Ш мы показали , что 

такая пара точек всегда существует для любой прямой расплющен­
ного пространства.
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Точка или прямая о индексом принадлежности к уже построен­

ной в раошшцѳнном пространстве плоскости, также будут опрѳдѳ 

ленным элементом этого пространства. Действительно (риаТЗ-) ,  

если произвольной прямой/ приписать индекс^ ,то тогда точки 

как заданные точки расплющенного пространства, вполне 

определят и прямую-^ . Любая точка ^  на прямой-?^ .очевидно, 

также будет определенной.

§ 21. Задание расплющенного пространства 
расплющенным тетраэдром_______

Таким образом,задав на плоскости Н  плоские поля и 

с указанием их общей прямой мы тем самым задаем все

расппющѳнное пространство,ибо, как убедились, после этого 

можно задавать "точки"," прямые" и "плоскости". Но в даль­

нейшем нам будет удобно задавать расплющенное пространство 

несколько отличным от вышеизложенного способом, хотя этот 

способ, в конечном итоге, сводится опять-таки к заданию двух 
плос ких полей, совмещенных о плоскостью'^ f f .

Пусть на плоскости Н заданы два плоских поля (Х4 и #т. 

с общей прямой Й чі(рис. 76). Возьмем в плоском поле сеточку 

, а л плоском поле обточку D ^ .  Затем на прямой выбе­

рем произвольные точкиД  и В и примем их принадлежащими 

прямой#^, тогда в соответствии-с нашим соглашением об индек­

сах, точкамЩ и в  можем приписать индекс d id ^  . Далее,точку ' 

(^соединим прямыми с точками7\л,ах. » и 7>«t, • Очевидно, • 

четырехугольник #*,<*-■. В ф ^С с/, в расплющенном прост­

ранства, заданном парой плоских полей d i  и с{г , является



I4 I

расплпцѳнншГі тетраэдром так как точка нѳ принадлежат 

плоскости с/г , а потому прямые будут

принадлежать атому плоскому полю. Точки Ямъ, &«, (&,№ г следует 

уже считать вершинами, а четыре тройки из этик вершин гранями 
тетраэдра , которые в расплющенном пространстве опре­

деляют четыре п л о с к о с т и : <Vf , А ^ ,  'x ,Beh^J></^
с( ■£'($'<,Их., CcfajDcf-̂ ) *i- °/if— ( с  of] , ßct-fitx,Dc<-i,y ,

В отличие от случая , при.котором расплющенное пространство 

было задано парой плоских полей, при задании его расплющенным 

тетраэдром на плоскости Н мы имеем четыре первоначальных поля: 

о ,̂о<1 ,о1*и ofy,благодаря чему прямые можно задавать любой парой 

точек,принадлежащих какой-либо паре из четырех этих плоских 

полей.Например., (рис.76), прямая aeF задана точками / Е ^ и / ^ ,  

из которых одна принадлежит полю d 1t а другая -  полю огг .Прямая 

же ёзц задана точками и принадлежащими полям о(3и cfy.Оче- 

видно.тзк могут быть заданы сколько угодно, прямых,при помощи коте 
рых, как мы знаем .могут быть заданы точки\ принадлежащие уже 

расплющенному пространству, как .например,/Іо., Hi . . .  и т .п . 

Особенно удобно задавать плоскости точками,лежащими на ребрах 

расплющенного тетраэдра. Так, если ребра тетраэда обозначить 

через Q, , , Оч , О? и Qg , то любая тройка точек,принад­

лежащая ребрам, в расплюЩщом пространстве определит плос­

кость, как нап~Ш?аэд._пл5ск6сти с ^ и о ^ , заданные тройками то- 

чек 0 ^ , PQl/ , R.Qz и хЬаг . Конечно, плоскости можно
задавать и любыми тройками точек расплющенного пространства, • 

что следует из выполнимости аксиом Д и /j- , но, как увидим ниже, 

построения такими плоскостями сложнее,чем построения, произво­

димые при помощи плоскостей,заданных точками, принадлежащими

ребрам расплющенного тетраэдра.

-......-"члХѵ-
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В параграфе 14 ,Ш гл . мы оообо отметили существование в

особенность которых состоит: для "прямой" в совпадении всех 

принадлежащих ѳй"точѳк " с одной точкой плоскости //  , а для

ных" с одной прямой плоскости Ң . Тапарь рассмотрим осо­

бенности их задания в расплющенном пространства. Вырожденные 

"прямые" и "плоснооти" расплющенного пространства так жѳ..как 

и невырожденные задаются парой "различных точек” и тройкой 

"точек", не принадлежащих одной "прямой". Но из предыдущих 

параграфов мы знаем, что "различность" точек в расплющенном 

пространстве не всегда совпадает с визуальной различноетью 

точек плоскости Ц или плоскости отображений. Нам известна "раз­

личность точек” , совпадающих с одной точкой плоскостиҢ  . Нап­

ример (рис. 77) , так как точки £ ц , я , судя по индексам, яв­

ляется различными точками,хотя и совпадают с одной и той же точ­

кой плоскооти / / , т о  по аксяо м ам ^я іг  они определяют единствен­

ную прямую é e p  , все точки которой также должны совпадать с 

этой точкой. В самом деле, каждая из них,рассмотренная как 

центр пѳрспективы,ставящѳго в соответствие пару точек£Ѵ,и/ѵг ». 

не может находиться вне точки плоскости /f , с которой совпадают 

точки £и(іи /ѵ і • Следовательно,для задания в расплющенном прост­

ранстве вырожденной прямой достаточно любой точке плоскости// 

приписать обозначение двух точек принадлежащих какой-либо пара 

уже определенных плоскостей расплющенного npocipaHCTBBj напри-

I )  Проективную плоскость,на которой строится расплющенное 
пространство, в дальнейшем иногда будем называть плоскостью 
отображений1*

расплющенном пространстве вырожденных "прямых" и^лоокоотей','

„плоскостн"в совпадении всех [лежащих ай "точак" и "пря-
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Для задания вырожденной ллоокости следует выбрать любые 

три "точки ",нѳ принадлежащие одной "прямой". Однако зти три 

"точки",не находясь на олной"прямой" расплющенного пространства, 

на плоскости отображений визуально должны совпадать с одной 

прямой. Из параграфа 14 ,Ш гл. нам известно существование 

таких "точек" раоплнценного пространства. Три "точки" GQ(y 

(рис. 77), судя по индексам.принадлѳкат прямым^, и не 

лежащим на одной плоскости. Из этих прямых , Об и Qi располо:- - 

жены в плоскости qff , прямая же , как ребро расплющенного 

тѳтраѳдра, не лежит в плоскости о(і  определяемой гранью тетра­

эдра С«,, • Поэтому, точки G-a t, не могут

принадлежать одной прямой. Следовательно,согласно аксиомам и 

Іт  они определяют единственную вырожденную "плоскость" o(s . 

Аналогично, три "точки” Tqv и ^^принадлежащие прямым# , 

С)г и 0} , но визуально совпадающие с одной прямой плоскости 

отображений Н также определяют некоторую вырожденную "плос­

кость" o(g рассматриваемого расплющенного пространства. Оче­

видно таким образом можно задавать сколько угодно вырожден­

ных плоскостей.

§ 22. Построения, соответствующие основным 
теоремам

Теперь осуществим графически построения,соответствующие 

основным, для начертательной геометрии,теоремам 1,2 и Зу справед­

ливость которых для расплющенного пространства была показана 

в параграфе 16, Ш гл.

ТЕОРЕМА I .  Пусть в расплющенном пространстве,определен­

ном тетраэдром flß C D  , заданы две плоскости (рис.78). Плоскость



145

tfyопределена іройкой ТОЯѲК * 8 ПЛОСКОСТЬ

точками Н а м  , К ц ьы6. Построим прямую пересечения 

этих двух плоскостей, которая, оогласно теореме I ,  всегда су­
ществует.

Снимем индексы со всех точек на рис. 78. Тогда точки,обра­

зующие расплющенное пространство, окажутся просто точками на 

проективной плоскости. Построим точки пересеченияR  , р  , ^  

сторон треугольников S-EF и Н У К . Так как по первоначальному 

условию на проективной плоскости справедливость теоремы Дѳ- 

зарга принята без доказательства,то можем заключить,что точки 

R  , Р  , Л лежат на одной прямой. Теперь восстановим все снятые 

индексы и покажем,что в расплощѳнном пространстве точки f t  , р  , 

L  существуют, и притом принадлежат одной прямой. Визуально 

точки R  , р  , L  являются пересечением прямых (£<*,&? G-q̂ i  *  

НцісііК4г о(6 ) ( Fqjjtf и Q<4£ Уол<Уі  Нари) .

Первая пара прямых лежит в плоскооти о(э,вторая в -  о<^ , а

третья в -  of* . Поэтому, в соответствии с аксиомой J g  , 
точки R  , Р  , L  существуют в расплющенном пространстве с 

индексами о принадлежности одновременно к плоскостям <%у  и о(с .

По аксиомам и точки >̂о(т̂  и определяют единственную 

прямую Qfäretf .  На основании аксиомы ^ можем утверждать,что 

все точки прямой Of  одновременно принадлежат плоскостяня'и<Хь . 

Но точка R  , являясь пересечением прямых Еа,о/т 

имеет тот же индекс 0(5- 0̂  , стало-быть ,она принадлежит прямой 

Ctj . Таким обрѳзом,прямая Qf есть пересечение плоскостей с£и 

0(6 .
На основании аксиом связи и теоремы I  легко доказывается 

теорема Дѳзарга для треугольников, принадлежащих расплющенному

пространству.
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ТЕОРЕМА 2 . По эюй теореме.прямая имеет единственную 

общую точку с любой не принадлежащей ей плоскостью. Пусть ( рис. 

79 ) точками £* ,и  определена прямая ёер* Так как эта прямая 

соединяет точки, не принадлежащие ни одной из основных прямых 

Q, » Оі » аз * и Qi , 10 поэтому она не принадлежит
ни однойяз плоскостей of, , ыг * °(г и Ыч , в связи с чем су­
ществуют четыре точки, общие для прямой и плоскостейcf, , 

о̂ г , о/3 и оі'і, . Общими точками для прямой Ge f  и плоскостей cf, 

и ^  являются точки и Fo(x . Для построения общих точек о 

плоскостями и о(Ч/ построим произврльную плоскость o(s  , принад­

лежащую прямой èsp -  Тогда плоскость o(s  будет иметь единственную 

общую пряную GaA<*.r 3at *r  с ПЛОСКОСТЬЮ р^И прямую L o i^  
с плоскостью efy. Прямая <3*,*s 3<*}<xs- с прямой Gef  имеет одну, об­

щую точку M<*sé , которая будет общей для прямой &ef и плос­

кости о(3 . Действительно,она принадлежит прямой

лежащей на плоскости о(3 . С другой стороны,прямая é e f  

пересекается также с прямой в точке .

Эта точка является общей для прямой éeF  и плоскости о(ч , 

так как принадлежит прямой Кы^оі?, лежащей на плоскости^.

Таким образом,мы имеем четыре точки , Мы3€ и /?ѵ *̂

общие для прямой ё е р  и плоскостей <Ѵ,, о(г  , о(3 и cf, . Покажем, 

что расположение этих точек на прямой ß ep  не зависит от 

вспомогательной плоскостио(р. Действительно,построим другую 

плоскость ofr, проходящую через прямую ё£р ,  которой на основ­

ных прямых Qi  , , йг, соответствуют три точки Уо,*е •

Прямая Gqfy пересечет прямую ë&F в той же точке

В которой пересекла прямая так как Д*я

треугольников £Ѵ/И У as • /Гугточка ^ ° 3< ЯВЛЯт
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ется точкой Дѳзѳрга, а прямая общая для плоскостей

о(ч я о^4 , лерѳовчѳт прямую é EF в той хе точке , в кото­

рой пересекла ее прямая £<*,*,-Ал, ау, в силу того, ч то /* -^  прѳд- 

отавляѳт точку Дѳзѳрга для треугольников Ь°/»а/г Ьыч<=ц, ^ и  

АѴч« гКыч«(,М л^' Отсюда заключаем,что положение точек 

на прямой &e F не зависит от выбора вспомогательной плоскости 

о(у , при помощи которой они были построены. Аналогично можно 

построить пересечение любой плоскости с любой не принадлежащей 

ей прямой.

ТЕОРЕМА 3 . На основании этой теоремы, в расплющенном прост­

ранстве можно построить единственную точку принадлежащую трем 

различным плоскостям.

Действительно, пусть , о<і  * три различные плос­

кости расплющенного пространства,определенного тѳтрев#эа*<7£ £ 2>. 

(р и с .7 9 ). Построим существующие по теореме I  попарные пересе­

чения этих плоскостей. Это будут прямые £оо . A<*wr  АѴ»«*- , 

Ь ссч*і  rftW f Так как указанные прямые соединяют точки треуголь­

ников Le/x^f Ь*іча4 £Ѵ* и Лчѵ*г А^ц(<4 /^-^удовлетворяющ их условию 
Дезарга ,то  они проходят через одну точку , которая и

.является единственной общей,точкой плоскостей и о(6 , ибо

одновременно принадлежит трем указанным прямым, лежащим в этих 

же плоскостях.
I

Вышеприведенные построения, соответствующие трем основным 

теоремам,были показаны для элементов расплющенного простран­

ства, заданных при помощи прямых и граней расплющенного тет­

раэдра. Однако, как мы знаем,,этими элементами могут быть 

^заданы последующие элементы расплющенного пространства, также 

удовлетворяющие требованиям теорем 1 ,2 .3  и поэтому для них 

также могут быть /ыполноны построения , аналогичные вышепри-
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веденным.В справедливости этого утверждения можем убедиться,если 

' покажем,что прямые или плоскости заданные в расплющенном прост­

ранстве точками , принадлежащими этому пространству , определен­

ному тетраэдром , при помощи определенных построений могут быть 

превращены в прямые и плоскости , определенные элементами этого 

же тетраэдра.

Например, три точки (р и с .80) Mg , /Ѵс * L j  принадлежат пря­

мым g  , с  , с/ .заданным точками плоскостей , определен­

ных гранями ĉ h Oi'j расплющенного тетраэдаЩ 8С]). Так как ука­

занные точки не расположены на одной прямой, то они определяют 

некоторую плоскость рассматриваемого расплющенного пространства. 

Этой плоскости на ребрах тетраэдра соответствуют три точки. 

Построим эти три точки. Точками построим плоскость

Тогда прямая Рых Ь d  бу дет принадлежать этой плоскости и с плоскос­

тями о(,ио(г имвѳт общие точки (?<*<и /ѵ г..Т8ПѲРь *Р8МЯ точкам и/г^б*,^ 

построим плоскость ctg . В этой плоскости лежит прямая кото? 

рая с плоскостью о(1 имеет общую точку £o(t , а с плоскостью о(г 

точку • Далее,для точек Ai-* (^построим плоскость с ^ .

В этой плоскости будет лежать прямая ^ Ѵ е .  , встречающая плос­

кость о(, в точке £ f . При помощи 7яи Ео<1 построим теперь плос­

кость . В этой плоскости лежит прямаяА/^А(. .которая встречает 

плоскости с ^ и о ^ в  точках ^ и У д ' .  Таким образом, получим,что 

прямые Mg hit и MgLit) пересекаются в точке Mg и определены точкаі 

ми основных плоскостей II# л Ѵ^г  и . Прямые U#t £c(f и

•^П ер есек аю тся  на прямой QK в одной точке ,так  как

при снятии индексов является точкой Дѳзарга для треугольников 

Іл/#6 Sctx и <&«■, выполняющих условие теоремы Дезарга.

Соответствующие стороны указанных треугольников пересекаются в
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точках » М-6 и /ѵ г лежащих на одной прямой é £ f  . Следовательно, 

на основных прямых мы построили три точки /тЦр , и \  

соответствующие плоскости трех точек М< , N c , b j  не лежащих 

на о^ной прямой и взятых при помощи прямых ёер  , С&з и d t p  свя­

занных с основными плоскостями oh и <Ж1 . Если же т о ч к и ,//& и 

btj* будут заданы плоскостями , то построением прямых, 

проходящих через данные точки, этот случай всегда можно свести к 

рассмотренному выше случаю.

Однако возникает естественный вопрос о справедливос­

ти показанного построения для последующих элементов, заданных 

при помощи уже построенных. Это относится,например (р и с .80 ), к 

точкам I 2ЛІ . Если будет показана возможность сведения и 

этих точек к точкам .заданным при помощи точек расплющенного 

тетраэдра,то такой же вопрос возникнет для точек заданных прямой 

1 ^ 2 / у ^ и  т .д .  Поэтому задачу нужно решить обобщенно для всех 

элементов расплющенного пространства, как бы они ни были определе­

ны. Для этого следует обратиться к гомологичному соответствию 

плоских полей о(*и Л г  • Во втором параграфе Ш гл . ,при построении 

расплющенного пространства 11 точки " были определены как центры 

гомологий , установленных между полями °<,и о(г  . Поэтому 

задании "точки" равносильно заданию гомологии , а это последнее 

сводится либо к существованию на плоскости отображений 

центре гомологии и пары точек , принадлежащих плоскостям 

о<*и о(г , либо к существованию центра перспективы и воз­

можности построения этой пары. Следовательно .задание "элемен­

тов" расплющенного пространства обеспечивает существование 

возможностиф^древуаци.іия в " элементы", заданные точками 

первоначального расплющенного тетраэдра. Таким образом, поотрос-

Нл,!; СиОтветствукь<ие Ті.инемаы 1 ,2  и Ъ осуществимы для любых
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элементов расплющенного пространства , и при этом могут быть 

выполнены все построения, вытѳкаѳмые из этих основных теорем.

Теперь покажем осуществимость указанных построений и для 

вырожденных "прямых " и " плоскостей" расплющенного простран­

ства. Прежде всего заметим ,что ,так как все элементы вырожден­

ной плоскости визуально совпадают с прямой плоскости отобра­

жений,то построения, соотвѳтствущиѳ плоскостным аксиомам,не 

прибегая к свойствам гомологичности ( а мы условились не поль­

зоваться ими),не могут быть выполнены в самой вырожденной 

плоскости. Например (рис. 8 1 ),в вырожденной плоскости (^ з а д а н ­

ные две прямые и dop по аксиоме/^ имеют общую точку. 

Однако эта точка не может быть построена непосредственным 

пересечением заданных прямых,как мы это сделали бы для прямых 

нѳвырождонной плоскости. Возможность осуществления всех плоскосз 

тных построений над элементами вырожденной плоскости, в общем
I

следует из возможности проектирования элементов этой плоскости 

на другую невырожденную плоскость. В частности,все элементы 

вырожденной плоскости (это было прказано в Ш главе ) должны 

быть спроектированы на другую невырожденную плоскооть, а затем 

результаты желаемых построений,произведенных на этой плоскости 

перепроектированы обратно на вырожденную плоскость. В соответ­

ствии с этим,для построения точки пересечения прямых ёзк и dop 

спроектируем их из произвольной точки ,не принадлежащей 

вырожденной плоскости, на произвольную невырожденную плоскость, 

например на о(г . Точки Д/,и Дслроектируются на прямую Ог в 

точки J$.; и 0%, • Точки/&ги fè  ,кэк точки принадлежащие плос­

кости Достанутся на месте. Парами точок , Л Д и б ^  , /?г оп­

ределяются прямые бущис/ор, являющиеся проекциями прямых бу*и
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cjcу? из центра проектирования Sa.f но плоскость <Ŷ  . Непосред­

ственным пересечением этих прямых построим точку//„  , проекти­

рованием которой из центра Ji?, обратно на п л о ск о сть ^  получим 

точку M ^ td  , являющуюся искомым пѳрѳеѳнием прямых йое и d o p .

Построения, соответствующие основным теоремам для вырожден­

ных элементов,выполняются чрезвычайно просто. Пусть даны две 

вырожденные плоскости ofjи d i  (рис. 82). Точка пересечения пря­

мых <=іѴи Ыі есть вырожденная прямая -пересеченно плоскостей 

с/г и о б .  Действительно, прямая ^ ^ -о п р е д е л я е т с я  тремя точками, 

общими для плоскостей Ыт и с/^. Из этих трех точек одна АѴ, 

представляет пересечение прямых E q'Fo^ У.За,Каг и принадлежит 

плоскости o(t .втораяЛ ^ -  пересечение прямых é 'a ^F a ,^  K q^L ^ 

и принадлежит плоокости , а третья 7ё(1 -  пересечение прямых 

и лежит на плоскости

Прямая пересечения невырожденной плоскости рис. 82) с 

вырожденной с/у очевидно, определится точками 1Ь£< У г и

Точка пересечения данной прямой с вырожденной плоскостью 

строится особенно легко и не требует построения вспомн -  

гательной плоскости, проходящей через данную прямую ,ибо ее 

пересечение о носителем вырожденной плоскооти (прямой) на 

плоскости отображений дает искомую точку. Например (рис.83), 

если о/у вырожденная плоскость, а ^уд-прямая,то искомой точ­

кой пересечения этой прямой с плоскостью о/у будет точка

Построение общей точки трех различных ,не принадлежащих 

одной прямой,вырожденных плоскостей требует предварительных 

пояснений параллельности элементов расплющенного пространства.

Слѳдуѳт вспомнить,что ;.чгц, мы рассматриваем прооктивныв 

аксиомы и вытекающие отсюда проективные свойства расплющенного
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пространства. Параллельность прямых и плотностей также будет 

рассматриваться с проективной точки зрания, т .ѳ . как пересече­

нно прямых и плоскостей в несобственных элементах.

В связи с этим следует рассмотреть признаки, по которым в 

расплющенном пространстве можно усмотреть различие между скре­

щивающимися прямыми и пересекающимися или параллельными, ибонепос- 

родственное рассматривание плоскости отображений недостаточно 

для установления указанного различия. На плоскости отображений, 
скрещивающиеся прямые визуально пересекаются так же, как и пѳре- 

скѳющиеся, или визуально параллельные прямые могут оказаться 

скрещивающимися и т .д .

Исходной точкой при определении взаимного расположения двух 

прямых в расплющенном пространство будет а к с и о м а , по которой 

две прямые имеют общую точку, если они принадлежат одной и той 
же плоскости.Отсюда,очевидно, прямые, не удовлетворяющие требо­

ванию этой аксиомы,нѳ имеют общей точкіГ, и стало-быть, являют- 

оя скрещивающимися. На основании этого прямые и &с.ъ (рис.84) 

пересекаются в точке Ма(, , так как принадлежат одной и 

той же плоскости о(і  . В самом деле, точки и

принадлежащие плоским полям о(1 , о(г и определяющие прямые 

(Ядв и ёц)  ;подобраны так, что в плоскостях у ,и  о(у_ определяют 

прямые Cdi и пересекающие прпмую Q< в одной точке

Прямые Сзк и cI ef , необорот,не удовлетворяют этому уело -  

.о, являются скрещивающимися. Однако прл-

в определенной точке расплющенного пространства, которую нельзя 

построить на плоскости отображений, так как прямые подоо'раны 

визуально параллельными.Таким образом, для параллельности прямых

принадлежащие плоскости 7(3 ( пересекаются
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в расплющенном пространстве недостаточна их визуальная параллель­

ность. Необходимо также,чтобы эти прямые располагались в одной и 

той же плоскости. Например, прямые f3pVi^Ri хотя визуально и парал­

лельны,но для расплющенного пространства, определенного парой полей 

с*,и а? , являются скрещивающимися.

В соответствии с вышеизложенным, легко убедиться, что все 

вырожденные прямые параллельны между собой и представляют пу- 

чек прямых с одним общим несобственным центром. Действительно, 

пусть мы имеем произвольную пару вырожденных прямых ü ^g  и écv  

(рис. 85) расплющенного пространства, заданного плоскостями

Ыг > Ыь^Ыі/ .  Нетрудно видеть, что эти вырожденные прямые 

принадлежат единственной вырожденной плоскости^ . Поэтому 

прямые <Язв и всенепременно пересекаются в единственной точке.

Но эта точка на плоскости отображений фактически не меже г быть 

построена, так как прямые й Ав и ё ы  нельзя "продолжить".

Это дает возможность допустить,что они пересекаются в несобст­

венной точке расплющенного пространства, т .е .  являются " парал­

лельными" . Те же рассуждения могут быть применены и для л1:с 

вырожденных прямых Cef и О-ab или ёсі>и Cef » лежащих в вырож­
денных плоскостях о(6и Ыу- и т .д .

Продолжая таким образом и исходя из существования на 

каждой прямой единственной несобстве.ной точки,убеждаемся,что 

все вырожденные прямые имеют Одну общую несобственную точку.

В самом деле,пара вырожденных прямыхСдйИ ScD имеет одну 

общую носооственную точку , которая является общей и для 

лары è a  и CcF . Следовательно,для вырожденных прямых Сідц и ^ -у  

она является также общий. Так, ли входя от одной вырожденной
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Рис. £4

Рис
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прямой к другой,мы убеждаемся в справедливости вышеуказанного 

утверждения.

Теперь легко усмотреть для вырожденных плоскостей построе­

ние соответствующее третьей теореме. Точкой пересечения (рис. 

85) трех п л о ско стей ^ , о(б и ofc будет общая точка выраженных 

прямых пересечения QS6, écj> и Ce f . Эта точка, как мы видели,

" несобственная". >

§ 23. Проективная геометрия расплющенного

Построенное расплющенное пространство является геометри­

ческой формой третьей ступени, и поэтому между формами,находя-' 

щимися внутри него,возможно установить взаимно однозначное, 

проективное соответствие.Такая возможность очевидна.Более Іого , 

в расплющенном пространстве может быть построена вся проектив­

ная геометрия. При этом та», что нигде не будет прервана после­

довательность необходимых для этого известных рассуждений.

Для показа справедливости того или иного проективного предло­

жения, следует дословно повторить соответствующие доказатель­
ства , при этом всегда имея в виду особенности расплющенного

пространства. Все это основывается на показанной нами выпол­

нимости в расплющенном пространстве проективных аксиом всех 

трех грущі; аксиом связей или принадлежности, ljt-г, порядка 

и Чі і  непрерывности.

Прежде всего заметим,что в расплющенном пространстве,на 

основании выполнимости проективных аксиом, могут быть постро­

ены геометрические формы первой и второй ступеней. Как

пространства
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было показано выше, в расплющенном пространства на любой плоскос­

ти могут быть взяты прямые и точки.Для этого необходимо каждой 

прямой или точка приписать индекс обозначения плоскости. Напри- 

мор, пусть прямая &. принадлежит плоскости су , тогда точки/%., 

ßcL> Ca,\Da.’ "  и т .д . йа этой прямой представят прямолинейный 

ряд точек с носителем«. . Однако, как мы знаом,носитель-прямая 

в расплющенном пространстве может выродиться в точку. Такой но­

ситель также содержит точки, только для определения линей­
ного порядка точек уже недостаточна их принадлежность носителю, 

необходима их принадлежность в отдельности какому- либо
/

невырожденному носителю-прямой или плоскости. Так,например,если' 

£ -  вырожденный в точку носитель- прямая,го ряд , ДѴ, А * . г

не будет рядом точек определенного линейного порядка. Для опре­

деленности линейного порядка точек ряд следует записать так:/?**.

ß-écfe ^ с б , ' • • • или IQ-c ctjf...........  Где в

первом случае , с*1, , « Oj, я 'у .  ~  невырожденные плоскости,

определенные в рассматриваемом расплющенном пространстве, а 

О/ , Qt , Q3 , Оі, . . .  -  яевыржденные прямые того же пространства. 

Если Д(локоторая точка определенной плоскости в расплющенном 

пространстве ,то прямые ££«,., , C%ot, пучѳк прямых.

Если /9* некоторая точка плоскости л ,  а ^ р ,^ В р ,,С р ,,1 )а ^ ..-  прямо­

линейный ряд точек с носителем прямойQ, , то мнежествр прямых

будет также плоским пучком пря­

мых. Действительно, то ч к о й ^и  прямой Qt определится некоторая 

плоскость, а прямые £  , £■ , d  ,■£ . . .  будут прямыми, принад­

лежащими этой плоскости .При помощи прямой и не принадлежащей 

ей точкой пучок прямых монет быть взят и в вырожденной
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плоскости расплющенного пространства. Пусть Ы5 (рис.86)-вырож- 

данная плоскость,опрадѳлѳнная двумя основными прямыми^и , 

пересекающимися в точке В этой вырожденной плоскости

с помощью т о ч е к ^ о п р е д е л и м  прямую <?3 я возьмем ряд 

точек B q̂  ^о,п3 % І>с3уЕс)3 і принадлежащих этой прямой.Далее, 

возьмем точку J a ,  не принадлежащую прямой Qj. Тогда прямые 

f i is c  * Qssai QésD'QrsE" представят пучѳк прямых вырожденной 
плоскости o(f с носителем точкой Л?,. Характерной особенностью 

пучка прямых вырожденной плоскости является то,что он всегда 

содержит одну вырожденную прямую. В самом деле,из всех точек 

прямой 03 найдется одна точка Ра3 , визуально совпадающая с точ­

кой Л ^ ,  но несмотря на это .точки JV, и/^различны и определяют 

единственную вырожденную прямую принадлежащую рассматриваемому 

пучку прямых вырожденной плоскости о/'s.
Для построения в расплющенном пространстве пучка плоскостей 

воспользуемся следующим утверждением: в расплющенном прост­

ранстве любая прямая и но принадлежащая ей точка определяют 

единственную плоскость. Возьмем в этом пространстве (рис.87), 

определенном первоначальными плоскостями , 0<і и ofy я

произвольную прямую i Aß и ряд точек CqXlDa%,£<)x , /ь г » •• на 
основной прямой Qx . Очевидно , ни одна из точек , при­

надлежащих прямой , не может принадлежать прямой &лв  . •

В противном случае или точка Аа4 , принадлежит плоскости 

о(г  , или точка принадлежит плоскости «Ѵ ,что противоре­

чит заданному условию принадлежности точек Д* и Во<г плоскостям 

ЫіяЫг . Таким образом,ни одна из точек C ^ , D e f L > E qv i 

не принадлежит п р я м о й ^ .  Тогда, прямая € # в я  каждая из точек 

прямой ^определяю т плоскости: х Со̂ , <Я$=

Е ог)  . -^g=
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Множество этих плоскостей имеют одну общую прямую , поэ­

тому они представляютпучвк плоскостей расплющенного пространства. 

Среди всех плоскостей одна из них окажется вырожденной плос­

костью рассматриваемого пучка. Такая вырожденная плоскость 

определится прямой- и точкой Fa^  визуально совпадающей с 

прямой , но по индексу не принадлежащей ей- На рис.87 эта 

п л о с к о с т ь ^ .  Однако за точки,определяющие совместно с прямой 

плоскости, могут быть приняты любые определенные'точки, расплю­

щенного пространства. Осью пучка прямых расплющенного простран­

ства может быть и вырожденная пряма я , на пример сіб-И (рис. 87). Все

плоскости такого пучка <*)„, Ып , °6г ...............  окажутся также
вырожденными плоскостями. Пучок плоскостей, имеющий осью вырожден 

ную прямую,не содержит ни одной невырожденной плоскости.

Таким образом^в расплющенном пространстве мы определили три 

формы первой ступени- прямолинейный ряд точек, пучек прямых и 

пучек плоскостей. Каждая из этих форм может быть получена се­

чением или проектированием другой формы. В самом деле,плоское 

сечение пучка плоскостей дает пучек прямых ,так как любая не 

проходящая нерѳз ось плоскость Ыц (рис.87), по теооѳме 2 . 

пересечет ось в единственной точке , а каждую из плос­

костей oKj., , с(у, o(g ...,со гл асн о  теореме I  ,ло прямой.

Множество этих прямых пройдут через точку ѵУ<*,3£, принадлежащую 

секущей плоскости 0 /^ и представят плоский пучек прямых. Прямые л; 

пучка прямых по аксиоме с прямой,лежащей в плоскости 

пучка,пересекутся каждая в единственной течке и образуют на ней 

ряд точек. Пучок прямых может быть получен и проектированием 

(рис.87). Проектируя точки Cat ,D a i ,FaL , Е а г - • ' прямой из 
произвольной точки , например, в  * г , пи аксиомам / -  и / 2
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получим пучѳк прямых Выг Ct>i_ ,&cfx Z>i>L, ß <тіFau, Bat± £е>{_- • ■'

G центром В точке ßof^. Проектируя іѳ  этот пучѳк прямых из 

точки Доіі , по аксиомам і і ,  и / г  получим пучѳк плоскостей o(s , °<4 ,

о(у I ö f j  • • I С ОСЬЮ »

Любая плоскость в расплющенном пространстве с множеством 

точек с индексом принадлежности к этой плоскости определит 

плоское точечное поле расплющенного пространства. Также опре­

деляется множество прямых плоокости. ЛДножество точек, принадлежа 

щих вырожденной плоскости, определит вырожденное плоское точеч­

ное поле расплющенного пространства.

Проектированием плоского точечного поля расплющенного 

пространства из какого-либо центра ,нѳ принадлежащего взятому 

полю,определится связка прямых и плоскостей расплющенного 

пространства. Действительно, пусть (рис. 88) на плоскости 

отображений основнщи плоскостями и определено

расплющенное пространство, в котором на плоскости <Х% построе­

но плоское поле точками / f o ,  Сс/г ,2)іг1 , Эти точки

определят также прямые üi f , Qr , Q t /  Qf , Q j i ,Q f  и т .д . Спроекти­

руем Указанное поле из точкиSqt, не принадлежащей п л о с к о с т и ^ . 

Тогда каждая точка плоскости Ы\ совместно с точкой ^Qi  по 

аксиоме h  определит прямую; проходящую через точку JV , , а 

каждая прямая плоскости (^совместно той жѳ точкой-шіоскость 

содѳряающую точку . Получим множество прямых 

Д},Аыгі ^°<і I Cctr , 5а,Д*,, и множество плоскостей
с*г So,), о xi a-f j  j
=(af *£(n)"inринѳдлѳжащих одной т о ч к е а  поэтому определяющих 

связку прямых и плоскостей расплющенного пространства с центром 

в точке Связка расплющенного пространства всегда содержит 

одну вырожденную прямую и множество вырожденных плоскостей,
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принадлежащих этой прямой , В самом дала, на плоскости 

найдатся такая точка , которая визуально будет совпа­

дать с точкой но имея отличный от нее индекс, будет опре­

делять совместно с то чко й ^ , вырожденную прямую Oi f ; . Вырожден­

ные плоскости Ыи) <Хгг ,° (і ■ принадлежащие п р я м о й ^ ,  будут 

принадлежать так жѳи точке Jo , , а потому явятся плоскостями 

связки с вырожденной осью в точке J q, . Любая плоскость не про­

ходящая через ц е н т р ѣ ,, пересечет рассматриваемую связку по 

плоскому полю. Например, плоскооть не проходит через ¥оч- 

«3 S q1 .поэтому она каждую прямую связки, по теореме2 .пере­

сечет в единственной точке, а каждую плоскость связки .сог­
ласно .теореме I ,  по единственной прямой.Множество полученных 

таким образом точек и прямых на плоскости оЦ определит плоское 

поле .При пересечении этой связки вырожденной плоскостью ■я'/г 

также получим вырожденное плоское поле точек и прямых. Если .. 

центр связки S ^-несобственный ,то тогда прямые связки окажутся 

параллельными, а плоскости -  плоскостями пересекающимися по 

этим параллельным прямым. Кэ*г 6 éWon0Ka3aH0 выше, все вырож­

денные прямые расплющенного пространства параллельны между 

собой, а вырожденные плоскости пересекаются по вырожденным 

прямым. Поэтому множество вырожденных прямых и плоскостей 

расплющенного пространства определяют связку прямых и плоскос­

тей с центром в несобственной точке.

Так, в расплющенном пространстве •• хет быть определено мно­

жество форм второй ступени- плоские поля и связки. Само же 

расплющенное пространство,определенное четырьмя основными 

плоскостями Ы н olt  , Ыг и Ыч , содержит геометрические 

формы первой й второй ступеней и являѳтоя геометрической фор-
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мой третьей ступени- расплющенным трехмерным пространством, 

т .ѳ , совокупностью множество. точек и плоскостей.

Основываясь на выполнимости проективных аксиом, приходим 

к выводу,что в расплющенном пространстве имеет место гармонич­

ность точек, прямых и плоскостей , а на основании этого проек­

тивное соответствие между прямолинейными рядами, пучками прямых, 

пучками плоскостей , плоскими точечными полями и связками расплю­

щенного пространства. Все вышесказанное аналогично установлению 

проективного соответствия в невырожденном трехмерном простран­

стве. Следовательно .расплющенное трехморное пространство явля­

ется плоскостной моделью обычного невырожденного пространства.
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ГЛАВА У

МЕТРИКА ПЛОСКОСТНОЙ МОДЕМ ТРЕХМЕРНОЮ 

ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА

В предыдущих главах мы показали возможность построения на 

плоскости изображений множества элементов трехмерного прост-^ 

ранотвѳ ("точек", "прямых" и " плоскостей"), выполняющих все

проективные аксиомы. Теперь естественно поставить вопрос о воз­

можности построения проективной метрики Евклида. Настоящая глаза 

носит формально-принципиальный характер и является повторением 

известных доказательств из проективной метрики применительно к 

плоскостной модели трехмерного пространства . Мы здесь не будем 

учитывать применимость полученных построений в практической графи­

ке , считая,коночно,что они окажутся полезным при поисках построе­

ний , имеющих и практическое значение.

§ 24. О кривых и поверхностях второго порядка 
в васплющенном пространства

Основываясь на известных теоремах проективной геометрии, 

при помощи проективных пучков прямых, пучков плоскостей и кор­

релятивных связок, в расплющенном пространстве мы можем опре­

делить кривую второго порядка и поверхность второго порядка.

Так как необходимые для этого построения являются следствием 

исключительно проективных аксиом, то они всегда могут быть 

осуществлены в расплющенном пространстве.
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Пуоть расплющенное трехмерное пространство дано расплющен­

ным тетраэдромЯ В CD  (рис.89) и требуется задать некоторую 

кривую второго порядка. Дді этого необходимо задать некоторую 

проективность двух пучков пряных какой-либо плоскости расплю­

щенного пространства. Поэтому первоначально следуетзадать какую- 

либо плоскость,на пример сКд-. (Полно было обратиться и к какой- 

либо И8 основных плоскостей q ( , , оу , Ыц , что намного

упростило бы построение). Зададим две точки этой плоскости Sefr 

и Soif» три пары соответственных прямых й^т, й 'ы г Л ^ ^ ^
принадлежащих этим точкам. Кривая второго порядка опреде­

ляемая этими пучками, будет принадлежать плоскости 0(s , Коли 

же пучки будут заданы в какой-либо вырожденной плоскости, то 

спроектировав их из какого-либо центра на произвольную невыролдеи 

ную плоскость,построим в этой плоскости кривую, а затем спроек­

тировав ее обратно на данную вырожденную плоскость, получим 

множество точен (визуально расположенных на прямой), опреде­

ляющих кривую второго порядка.

Возможность всех проективных построений,связанных с кри­

вой второго порядка, как построение касательной, точек пере­

сечения с прямой и т .д . совершенно очевидна и не требует осо­

бых пояснений.

Та к.-л а .•!■.: і\:о нвччо определят* а расплющенном пр. стран -  

ствѳ и поверхность второго порядка. Для этого нужно построить 

две коррелятивные связки, точки пересечения соответственных эле­

ментов которых образуют искомую поверхность второго порядка. 

Коррелятивные связки легчі всего построить при помощи корреляции 

„пух различных или совмещенных полай, проектирование соответ­

ственных элементов которых из двух произвольных точек даст
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пару со о т в е т с тв е н н ы х  эл е м е н то в  д в у х  коррелятивны х с в я з о к .

. Например ( рис. 90 ) ,  произвольной четверке прямых 

С*,* dcif по три не принадлелаещ одной точке плоскости о<і , в 

плоскости о(г назначим четверку точек . Как

известно, четыре пары соответственных элементов#^,

7Г 6 c (u,J > tix  о п ред ел я т кор ре ляти вн ую  с в я з ь  п о л е й 3 ) и о(г

Те п е р ь  выберем произвольны е точки J V ,и ЛѴг и примем их за центры  

с в я з о к . При это м  у с л о в и м с я .ч т о  Ja?, п р о е к т и р у е т  элем енты  п л о ск о сти  

с/г , а JV* элем енты  п л о с к о с т и  сі', .  Каждый эл ем е нт э т и х  д в у х  св я ­

зо к  о д н озн ачн о  о п р е д е л я е т с я  элем ентам и полей  o f/и с (г .  П рои звол ь­

ная прямая ^ п л о с к о с т и  о (1 с  центром  J V j .  о п р е д е л и т ед и н ствен н ую  

ПЛОСКОСТЬ С*з .ПРЯМОЙ Qdt ,ПО ПОррѲЛЯТИВНОМУ СООТВетсТВИЮ 0<хо £#1Л

' Q / t d t f T  Я я іі. . £ а У . » D f tL в  п л о с к о с т и  с о о т в е т с т в у е т ^ ,  

к о то р а я  с центром  о п р е д е л и т ед и н ствен н ую  прямую J V . - Л ’t

Плоскость o/j и прямая ^ 4 г гбудут коррелятивно соответствен­

ными, а потому точка их пересечения (построенная известным 

способом и существующая по теореме 2 ) будет точкой поверх­

ности второго порядка. Аналогично могут быть построены точки 

ß Fi, C f 1 » 3)f 1 ‘ "  и Т*Д» .множество которых в данном расплю­
щенном пространстве образует поверхность второго порядка, опреде-т 

ленную парой коррелятивных связок Sc(t_(Q ^, , йѴ,, С.*,,с!кг - - ) уг

Т , в е й ,  С с/х ,  . э м  п о в е р х н о с т ь , с о г -

■ ласно рассуж дениям и доказанны м  теоремам  предыдущих г л а в ,  б у д е т  

х а р а к т е р и з о в а т ь с я  всем и  проективны ми св о й ств а м и  п о в е р х н о с т е й  в то р о ­

го порядка н е р а с п л щ е н н о г о  п р о с т р а н с т в а .

Очевидно,что построенная нами поверхность с любой плоскостью 

пересакаеяся по кривой второго порядка (действительной или мни­

мой), которую всегда можно построить.
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Действительно, пусть секущая плоскость cfj  проходит через 

один из центров связок, образующих данную поверхность вто­

рого порядка. Пусть этот центр будет . Построим прямые 

пересечения (теорема I  ) всех плоскостей связи с секущей 

плоскостью ф .  В результате получим пучѳк прямых ,

принадлежащий секущей плоскости. Пучку прямых ^ ^ с о о т в е т ­

ствует пучок плоскостей второй связки, ось которого

суть пряная, соответствующая секущей плоскости а ?  в корреля­

ции связок иХ*г . Точки пересечения соответственных элемен­

тов пучков Sci^Q*?) Л "-^(^(п остроенн ы е по теореме 2 ) принад­

лежат одновременно секущей плоскости o f f  и данной поверх­

ности второго порядка, т .е .  они образуют искомую кривую пе­

ресечения.Легко показать,что эта кривая непременно второго 

порядка. В самом деле, все точки кривой проектируются проектив­

ными пучками прямы* •&*( ) и ) ,  представляю­

щих сечение пучка плоскостей S ^ t f Y  ) секущей плоскостью ф  

( построенного по теоремам I  и 2 ) .

Секущая плоскость off может не проходить через центры свя­

зок Х-(и JVl t однако кривая пересечения с поверхностью также 

окажется кривой второго порядка. Построим ( по теоремам I  и 2) 

элементы пересечения секущей плоскости o ff со связками S#t иіу£ . 
Очевидно, в плоскости о{7 получим корреляцию прямых и точек. 

Точки,совпавшие со своими соответственными прямыми , как из­

вестно , образуют кривую второго порядка , которая и будет 

общей для данной поверхности и секущей плоскости с<7 . Исходя 

из свойств коррелятивных соответствий двух совмещенных полай, 

эта кривая мо*ет; быть действительной , мнимой
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или вырожденной в точку. Каждому случаю будет соответствовать 

опродѳлеинов лолокошіа секущей плоскости по отношению к поверх­

ности второго порядке. В первом случав плоскость будот пересе­
кать поверхность , во втором -  не будет , а в третьем будет 

касательной.

Из возможности построения в расплющенном пространстве 

кривой пересечения плоскости .с поверхностью второго порядка, 

следует возможность построения пересечения этой поверхности 

о прямой. Действительно, в расплющенном пространстве может 

быть построена вспомогательная плоскость; принадлежащая секу­

щей прямой. Далее, как только что показали,может быть построена 

кривая пересечения вспомогательной плоскости с поверхностью 

второго порядка, а затем точки вотречи этой кривой о данной 

прямой,которые и будут искомши.

Покажем,что из любой точки расплющенного пространства мож­

но провести множество касательных к данной поверхности второго 

порядке, образующих касательный действительный или мнимый ко­

нус &той поверхности.

Пусть даны в расплющенном' пространстве поверхность второго 

порядка f z и некоторая то чкам  . Проведем через эту точку мно­

жество плоскостей Я (°<i, Оі, .............. J  . Построим кривые

пересечения проведенных через денную точку Я  плоскостей с и ,  

°іх >°(і с данной поверхностью второго п о р яд ка /^  . В
результате получим множество кривых второго порядка K f , /с [  , 

К \  принадлежащих плоскостям ы, , « і » аС± . . .  Через 

точку Л  проведем множество касательных к этим кривым.Известно, 

что все такие точки касания лежат в некоторой одной плоскости



L'i поэтому расположены на некоторой кривел второго .ирны 

которая с точкой / j  образует касательный к данной поверх­

ности конус второго порядка.

Плоскость'#" и точка f j  полярно сопряжены относит.,..ьно 

..■оосыотривземой поверхности. <. чев -дно, таким п о т .  • дни 
любой точки расплющенного пространства можно получи.-г един­

ственную плоскость, полярно сопряженную с рассматриваемой.

Таким образом, мы убеждаемся,что каждая полезность вто­
рого порядка к расплющенном пространстве ус:..:.ч. пп;ѵ •
деленный поляритет между его точками и плоскостями, характе­
ризующийся всеми свойствами поляритета,установленного в невырож­
денном трехмерном пространстве. Поэтому поверхность второго 
порядке в расплющенном пространстве мо.і-но задать ни только 
коррелятивными связками,но и прострипотнеиным поляритетом 
расплющенного пространства.Тогда она определится как геометри­

ческое место точек, совпадающих с соот^отстьеьнояи плос­
костями .

Для расплющенного пространства , очевидно, справедливы 
следующие известные теоремы проективной геометрии:

ТЕОРЕМА. Если на прямой Р  взять произвольную точку М  . 

то во поляра т  пересечет прямую Р  в точке/ /  . составляющей 

с М пару в некоторой инволшии. определяемой положением прямой 

Р  относительно данной кривой второго порядка.

ТЕОРЕМА. Если взять на плоскости произвольную точку Р  , 
выбрать произвольную прямую/ 3 и задать на ней какую-нибудь 

инволюцию.то через каждую точку плоскости пшоЗшет едино?- 

ная кривая второго порядка, по отношению к которой точка / °  и
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п рям ая/3 б у д у т  полиоом и п о д а в о й . а и н в о д ш и я  на п р я м о й  я  -  

ин в о д щ и е й  сопряженных точек по отношению к э то й  к р и в о й .

Эти плоскостыыѳ теоремы легко обобщаются для трехмерного 

проективного пространства и формулируются в следующем виде:

ТЕОРЕМА. Если яя плоскости °( взять произвольную 

т о ч к у  A7.TO ое поляра^/? пересечет плоскость а  по п р я м о й  W  . 

составляющей с точкой# пару в некотором поляритете,опреде­

ленном положением плоскости относительно к данной по-
\

важности второго порядка.

ТЕОРЕМА. Если взять в  пространстве п р о и з в о л ь н у ю  т о ч к у  

Р . выбрать п р о и з в о л ь н у ю  плоскость о< и задать на ней ка­

кой-либо поляритет.то через каждѵ т о ч к у  пространства будет 

п р о х о д и т ь  единственная поверхность в т о р о г о  порядка.поотно- 

шению к к о т о р о й  точка Р  я плоскость с< будут полюсом и 

полярой, а л о л я р и т и т о т  на плоскости °< -  поляритетом сопря­

женных элементов по отношению к этой поверхности.

Из указанных теорем следует,что в трехмерном проективном 

пространстве существует множество поверхностей второго порядка, 

которые на единственной определенной плоскости устанавливают 

один и тот же поляритет, проектируемый из полюсов ( соответ­

ствующих выбранной плоскости), связками оопряженяых прямых и 

плоскостей для каждой поверхности второго порядка.

Следовательно, особое множество таких поверхностей вто­

рого порядка а поляритет на осооой плоекости,определяя друг 

друга, взаимно связали между собой. Если задать в трехмерном 

пространстве множество поверхностей второго порядке,то этим
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ЗПО.-iSi? определится положение особой плоскости и поляритет 

на вен ,и наоборот,задание поляритета на некоторой плоскости 

ед: - далнет в пространстве особое множество поверхностей второго 

• ісрядка. Ясно, что фундаментальная кривая поляритета одновремен­

но принадлежит всем поверхностям рассматриваемого множества, 
является кривой пересечения плоскости поляритета

со всеми поверхностями. Отсюда следует возможность определения 

каждой поверхности при помощи четырех точек трехмерного прост­

ранства. В самом деле, пусть в трехмерном пространстве на не­

которой плоскости ск задан кѳкой-лиоо поляритет и кривая 

К* является фундаментальной кривой этого поляритета. Каждая пои 

верхнооть второго порядка, проходящая через кривую А"г , принад­

лежит рассматриваемому множеству поверхностей. Но существова­

ние этой кривой равносильно заданию пяти точек не лежащих на 

одной прямой. Поэтому любая четверка точек трехмерного прост­

ранства с указанными пяти,даот девятку точек, которыми, как 

известно,определяется единственная поверхность второго порядка.

Приняв справедливым вышеизложенное так жо и для плоскост­

ной модели трехмерного проективного пространства, мы можем 

приступить к построению евклидовой метрики в расплющенном 

пространстве. При атом еще раз заметим, что нас интересует 

пока принципиальная сторона вопроса, независимо от практисе.ской 

применимости привлекаемых для этого построений.

§ 25. Построение евклидовой метрики в расплющенном 

пространстве

Как в обыкновенном трехмерном пространстве, метрика в 

расплющенной пространстве строится с учетом существования



176

фактически несобственной плоскоег л , которой всегда дополняется 

физическое прострпвстзо. Как ми знаем,она в расплющенном прост­

ранстве вырождается в несобственную прямую плоскости изображе­

ния, построение! эвклидовой метрики, в общей проективной іюрме, 

всецело основывается но проективных аксиомах, выполнимость 

которых в расплющенной пространстве нами.ухе показана. Поэтому 

возможность ее построения в плоскостной модели несомненна. Мет­

рика плоскостной модоли зполна определяется выбором некоторой 

плоскости,принятой за несобственную, и заданием на ней поляритета 

( с фундаментальной мнимой центральной кривой второго порядка) 

принятого за абсолютный поляритет.

Пусть расплющенное пространство задано тетраэдром (рис. 91) - 

с основными плоскостями gtn  Ыъ , d j  , d f  . Если плоское« « * 00 

принята за несобственную плоскость, а на ней задан поляритет/ ' 00 
принятый за абсолютный поляритет, то тогда аналогично евклидовому 

пространству, показывается, что в расплющенном пространстве 

выполняются все метричоские аксиомы, а стало-быть и вое движения 

евклидового пространства.Абслютный поляритет / 7“°  на каждой 

прямой плоскисти Ы00 установит абсолютную инволюцию, опреде­

ляющую метрики плоскостей , принадлежащих этой прямой.

Покажем справедливость указанного прокдо всего для основных 

плоскостей с*з и ^  . Пусть абсолютный поляритет

/7 °°  на прямыXpf f  , Q-Е и EF  устанавливает абсолютные 

ишзилюции c | f  , и . Абсолютная инволюция в плос­

кости о(л определит особое множество кривых второго порядка п ро­

ходящих через двойные мнимые точки этой, инв люции. Центр каждой 

кривой этого множества будет полярно сопряжен с прямой F6- , а
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сопряженные точки инволюции опроѳктируются из этого
центра сопряженными направлениями. Указанные кривые будут 

окружностями плоскости . Известно , что приняв какую- либо 

окружность за единичную, а плоскости о(4 , можем выполнить 

все плоскостные метрические построения, соответствующие измере­

нию отрезков и углов , иг откладыванию «движению совмещению и 

т .д . Метрики плоскостей Лги аналогично определятся абсолют­
ными иішолюцйями и • Для определения же метрики плоскости 

следует построить прямую пересечения J K  этой плоскости с 

несобственной плоскостью с*0? На прямой J / f ,  как на несобственной 

прямой, абсолютный поляритет установит абсолютную инволюцию të?  ,
‘г

которая и определит метрику плоскости ofy. Таким образом мы 

можем определить метрику на любой невырожденной плоскости, за­

данной точками тетраэдра ABCJ) .

покажем ,что поляритет /700 определяет метрику и на каждой 

вырожденной плоскости. Действительно, выроаденная плоскость o(s  

( . нс. 92) пересекается с несобственной плоскостью сЧ*°ло пря­

мой J/C . и н в о л ю ц и я н а  которой будет абсолютной инволюцией. 

Далее, спроектируем элементы плоскости <Уг на основную плос­
кость о(2 из точки S ° °  плоскости of*". В результате треугольник 

& FE  и прямая J K  с инволюциѳй опроектируются в тре­

угольник G a p s  и прямую J о Ко с инволюцией . При

ПОМОЦй инволюции и опрсдоляомых ню " окружностей" можно 

произвести все требуемые построения. Затем полученные построе­

ния спроектируем по тому же направлению обратно на вырожденную 

плоскость o f f . Получим метрические построения в вырожденной 

плоскисти. Точно так же можно выполнить построения для лю­

бой вырожденной плоскости.
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Рис.92
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Абсолютный поляритет /7°°в расплющенном пространстве обра­

зует особое множество поверхностей, каждая из которых будет 

такой,что несобственная плоскость Ч ^явится полярой некоторой 

точки О относительно к этой поверхности, а сопряженные эле­

менты поляритета ,7 спроектируются из точки О в сопряженные 

плоскости и прямые. Так в расплющенном пространстве опреде­

ляются " шаровые" понѳрхности, при помощи которых в расплю­
щенном пространстве  можно выполнить все простиансгвенные мстри-

(
чиские построения: откладывание отрезков  и у сл ов ,  их измерение, 
опускание перпендикуляров и т . д .

Все движения и совмещения в расплющенном пространстве 

также будут осуществляться как проективные преобразования; 

оставляющие в покое соответствующие элементы абсолютного поля­

ритета. Все окружности,определяемые абсолютными инволюциями, 

могут быть построены следующими известными проективными построе­

ниями. Пусть точки >7/ и являются сопряженными точками в инво­

люции ш  несобственной прямой (рис.93).Т очки77; и /9? сое­

диним с точками Оо(г  , / у г и построим точки М ' и М " пересечен 

ниѳы прямых Дг. F*T и Дгѣгт. По тройкам д ,  , ,

М 1 и Д г , /г , , f t 11 построим четвертые гармонические /Ѵ'/  и/Ѵ"і' 

Далее построим прямую Л у у § ,  и ее пересечение с прямой *<г~ ТОЧ-- 

“У № .  Прямыѳу&Ѵи п е р е с е к у т  прямую точках Т ' ъ Т "

Покажем,что точки Т’ и Т" совпадают. В самом деле, так как 

четверка точек^  , /г ,г .//^Г ар м о н и ч еск ая  ,то очевидно, четверка 

т о ч е к / /0, ры<; , также будет гармонической. Аналогично

гармонизм точек М ° , F^T , Оы$ , Т "  определяется гармонизмом 

точек /=^ , И'1 , Л1'1 .  Поэтому,сравнивая гармонические чет-
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верки /і*  , /уг , ОыиТ' и М ° , £ г , 0 ^  , Т "  . мьі заключаем,что 

точки 7';и7'*совпадают. При этом расположение точек М °іѣг, 

не зависит от инволюционной пары точек/7, и ^  .
Если теперь точку будем перемещать по прямой £<*}-, то пря­

м а я # ^ ,, опишет пучѳк с центром в точке /ц .  , а прямая/ТІ?" пучок 

с центром в точке 7*/ . Эти два пучка, как проектирующие инволю­

ционные ряді^проективны, стало-быть,пересечение соответственных 

лучей опишет кривую второго по рядка, проходящую через точки І^т и 
т'.

Шаровая поверхность р г строится аналогично кривой 

второго порядка. На плоскости о( (рис. 94) возьмем прямую d  и 

точку %  сопряженных в заданном поляритете. Пусть точка <?—центр 

шаровой поверхности, в р  -  точка , через которую она должна 

пройти. Прямой Ä  и точкой Ü построим плоскостьß  , точками же 

О И/^прямуюЛ#. Далее построим п л о с к о с т ь ^ , проходящую через 

О. г F ъ прямуюДГ. Пусть плоскость f  пересекает прямую О% в 

точке.5  , а прямая/Ѵ^-ллоскость^ в точке 2> . Очевидно, 

п р ям ая^  пересечет плоскость** в точке М, лежащей нопремонпо 

на прямой TJJ и представляющей пересечение плоскости Т О #  с 

плоскостью <*Т Теперь для тройки точекъ  , f  ,J )  построим 

четвертую гармоническую Б  . Плоскость (Р пересечет прямые и OF 

в точках р к  К . Точки Т  , Е  , Р  и ^  лежат на одной прямой.

Для тройки точек 7" , f  , ß  найдем также четвертую гармони­

ческую £  . Прямая Д<т пересечет прямые ТО ъ Р Ѵ ъ  некоторых 

точках Ң и К ' . Покажем,что точки К '  и И  совпадают. Действи- 

то льно, точки Ң  , F  , 0 , К  гармоничоские, они представляют 

собой проекции гармонических точек Pf ■, J) , £  . Но и чет­

верка точек И  , F  , О , К 1 также гармоническая, так как она
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проектируются гармоническими лучамияМч %F * и .Сравнивая

гармонические точки// , р  , /= , 0  , / £ ' , и ы  убеждаемся,

что точки К и А."'совпадают. Таким образом, расположение точек 

Н  » F  * 0 » Л нѳ зависит от выбора сопряженных пар а. и / ? .  
Следовательно, двигая точную по п л о с к о с т и « '^  получим связку 

прямых с центром в точке К  и связку плоскостей с центром в 

точке F  . Эти две связки будут коррелятивно соответственными, 

ибо они проектируют поляритет,первоначально заданный на плос­

кости 'Ѵ"^Поэтому точки пересечения нрямых связки ( Л  ) с 

соответствующими плоскостями связки (/Iе ) образуют поверх­

ность второго порядка,проходящую через центры связок Д' и F  .

Таким образом,задание поляритета на несобственной плос­
кости а("°  равносильно определению евклидовой метрики в расплю­
щенной пространстве. Однако, не любой поляритет определяет

евклидову метрику. Произвольное задание поляритета может при­

вести нас к псевдометрике или вообще к неевклидовой метрике. 

Для задания именно евклидовой обычной метрики.необходимо, 

чтобы определяющий ее поляритет был непременно круговым или 

эллиптическим с мнимой в обоих случаях фундаментальной кривой. 

Покажем способы задания такого поляритета.

Как известно,поляритет является инволюционной корреля­

цией одной и той же плоскости. Поэтому он определяется менее 

чем четырьмя парами соответственных элементов.

Пусть (Х,і являются парами соответственных

элементов некоторого поляритета (рис. 9 5 ). Так как полярное 

соответствие сохраняет инцидентность, то поэтому точке 2)̂  соот­

ветствует прямая проходящая через точки Дг и Сг . Ввиду
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инволюционности соответствия точкам £,и соответствуют 

прямые i -ь. . Точками G, гЯ ъ  и аа п р ям о й ^

третья произвольная прямая указанного поляритета , то с о '.л в т -  

ствующая ей точка В г непременно должна лежать на прнмойДJ t . 

При этом Уг со о т в ет с т в у е т^  в инволю ции^. Теперь мы

поляритет. Соответственные элементы поляритета могут быть пост 

ровны однозначно известным способом. Поляритет может быть 
задан еще двумя способами: двумя прямыми с инволю -  

циями на них и полюсами этих прямых, или тремя прямыми и 

тремя инволюциями на них.

Пусть теперь дан некоторый поляритет/7  и требуется 

определить -  является ли он круговым или эллиптическим.

Для этого слядуѳт обратиться к несобственной прямой плос­

к о с т и ^  которой задан рассматриваемый поляритет.

Предположим,что по данному поляритету точка С< полюс 

несобственной прямой (рис. 9 6 ). Тогда.инволкция

из точки Cf спроектируѳтся инволюцией сопряженных направ­

лений пучка (c f,)  , при этом на каждой из этих прямых опре­

делится инволюция, соответствующая рассматриваемому поля­

ритету .Теперь мы укажем но очевидн-:! признак, п.. которому опре­

деляется характер поляритета.

Если две пагп-.1 соп пяленных нс, п., пн л '•ни.'-і Q*, Qia h  . исхо—

длдих из центра Л  иепнекдичч ;гі,.ны. п синаяленлые точки A i uA t

находится но ,;а:діікп а то ноны от н е г е ,  то .і ѵадоиентальнаеі к пива я
Гіоллнитет0 м.".:;,.id,I окичлнооть. Ноли п,--і тех ж-: усливилх Папы оі

устанавливается о п р ед ел ен н ая^  . В связи с этим,если
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жанных направлений й л , й г  и > &і- не перпендикулярны . но 

разделяют друг друга . то тогда (Р.ѵндаыантальная кривая мнимый 

эллипс.

По этому признаку при опродѳлѳнии метрики расплю­

щенного пространства всегда можно будет задать поляритет 

устанавливающий евклидову метрику.

§ 26. Метрические построениям расплющенном 
пространстве

В предыдущих параграфах мы стремились показать только 

принципиальную возможность построения проективной метрики в

расплющенном пространстве . Как убедились , проективная мет­

рика расплющенного пространства вполне тождественна с метри­

кой невырожденного трехмерного пространства н определяется 

заданием поляритета на несобственной плоскости. Поэтому в рас­

плющенном пространстве вполне осуществимы все метрические пост­

роения. Однако, как легко заметить, все они связаны с построе­

ниями кривых и поверхностей второго порядка, принятых за окруж­

ности и шаровые поверхности, а потому трудно выполнимы в расплю­

щенном пространстве. Практическая же графика требует нахождения 

наипростейшего решения в смысле графических построений, выполни 

еных при помощи простейших чертежных инструментов.
В настоящем параграфе, используя полученные выше резуль­

таты, мы попытаемся построить проективную матрику расплю-
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щепного пространства, иная в вид; и практическую осуществи­

мость построений. При этом,іш будем считать,что в расширен­

ном пространства метрика ухе построена и воѳ теоремы евклидовой 

метрики доказаны.

Докажем предложение;

Проективная метрика на пдоокооти вполне определяется 

заданием длин с т о р о н  какого-либо треугольника.принадлежанего 

этой плоскости.

Пусть дан треугольник С (рис. 97) и несобственная 

прямая сГ °ъ  его плоскости,на которой задана некоторая эллипти- 

чаокая инволюция принятая за абсолют плоскости. Как мы знаем, 

инволюция на несобственной прямой Q°~° определяет пучак кривых 

второго порядка проходящих через мнимые двойные точки и пред­

ставляющих окружности рассматриваемой метрики. Эта метрика дает 

возможность измерения сторон заданного треугольника#/?«? .Для 

этого надо о центром в точке #  описать единичную " окружность” 

.которая на сторонах## и з д а с т  единичные о тр езки # #  и 

д $ .  Единичный отрезок стороны ВС строится следующим извест­
ным способом . Через точку проводится прямая AN °?  »парал­

лельная " 8 ?  и .  и пересечение А № °  с окружностью К г точка// 

проектируются из точки £ °"к а  сторон у ВС в точку й  . Отрезок 

ВЗ будет единичным отрезком стороны ВС . Затем 7"откладывая 11 

отрезки AF , А S- и ВЗ по соответствующим сторонам треуголь­

ника, 'находим числа, определяющие длины этих сторон.

Таким образом, инволюция на несобственной прямой опре­

деляет единичные отрезки на сторонах заданного треугольника. 

Теперь покажем обратное, что задание единичных отрезков на
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сторонах треугольника ЛВС , удовлѳтворящих условию треуголь­

ника, однозначно определяют эллиптическую инволюцию на прямой 

О Т .

В самом деле,возьмем произвольный треугольник Я  В С (рис.98) 

и несобственную прямую бГ0 . Тогда точки J5“0, будут

яѳсобственньыи точками прямых # 3  ,Д С  ъВС  . На этих прямых 

зададим единичные отрезки ДО- , ДУ и ВН , подобранные так, 

что,измерив"ими стороны треугольника/?7̂ С  , получим длины, 

удовлетворяющие условию треугольника, т. ѳ. сумма длин двух 

сторон будет больше, а разность мѳньиѳ длины третьей отороны. 

Далее отложим от точкиѴотразок/9й' равныйВН. Для этого точную 

соединяем с F  и точку Н  из точки-^“ “ проектируем в точку к  • 

Отрезки ВН  и ЯК очевидно будут равные. Теперь , в противопо­

ложные стороны от точки Я  отложим отрезки л &  жДУ . Это 

может быть осуществлено построением четвертых гармонических 

точек для троек состоящих из концов отрезков и несобственных 

точек. Так, тройке точек соответствует чет­

вертая , такая, что j>~°, Q. , д  , &і  гармоническая чет­

верка и поэтому отрезки G-Д и бу^будут^равнымнГ Аналогично 

построим точки *Ѵ и J )  гармонически сопряженные с тройками 

К  . Я  и Д  , J  . Эти точки определят отрезки 

ДК,  и Л4,,равные//отрвзканЯКжДй. Таким образом мы получим 

весть единичных отрезков, отложенных в разные стороны от точ­

ки /?  . Легко показа*ь,что точки G- , J  , к  , G--, , , ЛѴ

лежат на кривой второго порядка, а точкам  и прямая по­

лярно сопряжены относительно этой кривой.

Действительно,шестиугольник удовлетворяет ус-
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ловив теоремы Паскаля. Пары противоположных сторон ((У х £,.7*), 

( j KtO , aV) и {О-Х/У-ЬК) , по построению образуют, каждая по 

четырехугольнику, для которых единичные отрезки суть диаго­

нальные прямые. Например,пара противоположных сторон6 3  и 6чЛ 

определяет четырехугольник 3-, 6-3 По построению тройки точек 

У , Я і Л  и Ь- , £}>G-i с точкѳми £ ~ ° и і?  составляют гармо­

нические четверки и поэтому стороны б-З яЗ/ f y ,  как противо­

положные для указанного четырехугольника,пересекутся на пря­

мой в точке 0 "^°.

Из четырехугольников 3  K 3iK t и (rXfX6-f также следует, что 

пересечения противоположных сторон З К У Л К і ъ  б-К^СчК-точки/.““ 

и £°°лѳж эт на приой 0 “ °  .Следовательно, шестиугольник (гЗК^З,Кі 

определяет единственную кривую второго порядка К * .

Нетрудно видеть,что точка Л  и прямая Q полярно сопря­

жены относительно кривой . Это следует из известной тео­

ремы о вписанном в кривую второго порядка четырехугольникѣ, 

рассмотренном как вырождение шестиугольника. Касательные к кри­

вой А г в точках У я У, , а такжо в точках К  я К і  согласно 

указанной теореме пересекаются на прямой сГ *в точках я /в* Т  

Эти точки суть полюсы прямых 3 3 j и К %1 , стало-быть, их пере­

сечение -точка Xf представляет собой полюс прямой Поэ­

тому каждой прямой^проходящей через точку ,на прямой 

соответствует полюс,представляющий пересечение касательных к 

кривой <£*•, проведѳннвх в точках пересечения рассматриваемой 

прямой с кривой^4. Отсюда следует,что прямаяQ , как носи­

тельница множества внешних точек, не пересекает кривую /с г. Но 

кривая как нами было отмочено, устанавливает инволюцию на
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прямой Q , определяющую в плоскости кривой всю евклидову 

метрику. Таким образом, заданно на плоскости треугольника, 

способа измерения его сторон и несобственной пряной эквивалентно 

заданию абсолюта плоскости.

Основываясь на этом, метрику плоскости мы можем строить 

при помощи указанного треугольника, но прибегая к окружностям 

и абсолюту плоскости,устранив этим самым связанные с ними Гра­

фические трудности.

Для определения абсолютной ип.пдюцчи достаточно построить^ 

две пары сопряженных направлений, которые в пересечении с не­

собственной прямой дадут две пары точек этой инволюции. Если 

для треугольника/^^ (рис. 99) при несобственной прямой <?■““ 

определены единичные отрезки ЯМ  ,/?<?■ и С А / , то соответствую­

щими измерениями получим определенные длины сторон заданного 

треугольника. Обозначим их соответственно через е#а  ,

При помощи этих длин из каждой вершина треугольника /%В С- может 

быть опущен перпендикуляр на противолоизщую сторону, т .ѳ . най­

дена пора сопряженных на правде;; и к. Для этого воспользуемся 

KJ.’&cTHiwH из евклидовой гоометрии соотношениями,которые также 

действительны и в построенной нами проективной метрике плоскости 
заданного треугольника Я В  С. ,

Известно,что основание перпендикуляра, опущенного из вер­

шины С на с т о р о н у ^  , делит ого с внутренней иди внешней сто­

роны на два отрезкаЛГ и Т 5  . для которых имеют место следуккн.

соотношения:
%r + Tö-4B

- т * г (I)
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Из этих соотношений определим длину одного из отрезков и отло­

гим на сторонеД В  в соответствующую сторону . В результате 

этого построим основание перпендикуляра, а следовательно, и 

перпендикуляр СТ  . Совершенно аналогично построим и перпендикуляр 

/7 опущенный из точки Р} на сторону c g -  Пусть перпендикуляры 

пересекаются с несобственной прямой СУ00 в точках QT° 

и К ^  Ввиду сопряженности направлений Cß и # £ , іак  хе, какС Г и 

-95 , две пары точек & **’’, и /г<~Л'~будут инволюционно сопря­

жены, и поэтому определят на прямой единственную инволюцию,пред- з 

ставляющую собой абсолют метрики определенной треугольникомЯ6С- .

После того как при помощи треугольника f l ß  С. найдены сопря­

женные , т.а,- перпендикулярные направления, на плоскости треуголь­

ника, не прибегая к единичной окружности, для любого отрезка 

может быть построен единичный отрезок. Покажем справедливость 

этой},правде всего , для направлений перпендикулярных к сто­

ронам треугольника Я В С . Очевидно,что длина перпендикуляра С Т  по 

теореме Пифагора (справедливой и для проективной метрики) опре­

деляется известным равенством

СТ г  = 4 с ь- 4 Т х

Пусть по этому равенству отрезку с Т  соответствует некоторая 

длина £ ct~R- • Теперь мы должны указать на отрезка с т  единичный 

отрезок соответствующий этой длине, т .е .  отрезок, помещающийся

в нем 77 раз. Короче говоря, отрезок А& должен быть разделен на 

77 равных частей. Для этого (рис.99), уже известным нам способом,от 

точки О отложим единичный отрезок AG в какую-либо сторону 71 раз.

В результате получим точки А 4 , Аг , • • ■ • А„, • определяющие ряд
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единичных отрезков (Uh , д (Я і, ...Ялы?*, • Построим прямую ̂ *7”.
и из несобственной точки і ’^ э т о й  прямой спроектируем т о ч к у ^  

на СТ в точку ?{г  . Очевидно, отрезок СЯГ , будучи отложен от 

точки С  . поместится в отрезке£ 7 ” п  раз, а потому будет еди­

ничным отрезком для него. При помощи одиничных отрезков перпен­

дикулярных направлении легко может быть измерен любой отрезок 

на плоскости треугольника A B d  . Предположим , что на плоскости 

построены ( рис. 100 ) перпендикулярные направления ОХ и ОУ 

с единичными--йтрезками О А  и O B  . Определим длину 

произвольного отрезка CD . Пусть прямая CD встречает X и У 

в некоторых точках В  и F  • Тогда, так как треугольник Е  o f  

прямоугольный,то ддица стороны В  F  определится при помощи 

длинб<5 и OF (измеренных единичными отрезками ОЯъ Oß ) соот­

ношением

Разделив отрезок E F m  П  равных частей ( вышеизложенным спо­

собом ^подучим некоторый единичный о т р е з о к ^ ,  определяющий 

длину отрезка CD .

На основании возможности измерения отрезков любой отрезок 

может быть отложен по любому другому отрезку. Действительно, 

пусть даны два отрезкаСРъМХ/ (рис. 100). Как только что 

указывалось, при помощи перпендикулярных направлений X г if  

эти отрезки могут быть измерены . Предположим,что после изме­

рения C.D имеет длину £ Ср , а И f f  длину . Если теперь 

требуется////отложить пое_2> от конца с  .то для этого от <? 

отложим единичный отрезок ^дурэз. Пусть №  конечная точка.

То где, отрезок СЫ явится результатом откладывания отрезка МГХ 
по СЪ .
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Таким образом,на прибегая к единичной окружности, при по­

мощи заданного треугольника с определенными длинами 

оторон,на плоскости мы можем откладывать и измерять любые 

отрезки.

Теперь легко показать,что также не прибегая к помоци 

единичной окружности,на плоскости модно измерять и откладывать 

углы. О величине данного угла на плоскости, как известно, 

можно судить по отношениям длин сторон треугольника, элементом 

которого он является. Это приводит к тригонометрическим вели­

чинам и соотношениям, очевидно,также имеющим меото в проек­

тивной метрике. Короче говоря,для любого угла на плоскости 

может быть определено чиоленное значение того или иного триго­

нометрического соотношения и использовано для сравнения углов

С практической течки зрения (напомним,что принципиальная 

возможность складывания и измерения углов в расплющенном 

пространстве была показана вше поляритетом на несобственной

плоскости,определенной "жаровой" поверхностью) для измерения 
и откладывания углов оообенно удобно пользоваться тангенсом

угла.

Пусть,например,на плоскости о определенной проективной 

метрикой (ріс.ДОІ) требует« определить тангено данного угла ц .

Так как метрика плоскости, которой принадлежит данный угол, 

задана,» вышеизложенным способом из любой точки В одной 

стороны угла на другую сторону Я С может быть опущен перпен­

дикуляр ( построено сопряженное направление для прямой^£), 

Предположим,что перпендикуляром является В С . Треугольник
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будет прямоугольным о прямым углом прм вершине £  . Теперь изме­

рим с т о р о н ы ßC. ( Кик указывалось выше, при определенной 

метрике зю всегда возможно). Числа, соответствующие длинам%с 
и обозначим через^и &tc • Тогда, искомым тригонометрическим 

значением будет

lg  с. 
éne.

Указанное построение может быть выполнено для любого 

угла рассматриваемой плоскости. Поэтому каждые два угла могут 

быть сравнены по значениям их тангенсов. Решим теперь обратную 

задачу. Построим угол,соответствующий заданному значению тан- 

геноа. Для этого на пдоскооти следует построить перпендикуляр-
ч

ные направления и от точки их пересечения отложить по сторонам 

угла отрезки отношением длин,равным заданному значению тан- 

геноа. Соответствующий заданному тангенсу угол будет искомым.

При помощи построения угла по данному значению тангенса 

осуществляется откладывание одного угла по другому углу. Пусть 

по углуВЯС (рис. 102) требуется отложить уголEDF. Вышеука­

занным опособон определим тангенс угла E D P  и на стороне^ , 

построй угол КЯС, равный £J>F. Затем такой же у гол МЯК строим 

на стороне Я К и т.д. Такое откладывание можно повторить сколько 

угодно раз.

Для измерения углов следует какой-либо угол принять за 

единицу и тогда каждому другому углу откладыванием единично 

угла можно приписать определенное число, соответствующее его 

величине.

Таким образом, мы показали справедливость предложения об
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определенности на плоскости проективной метрики заданием 

длин сторон первоначального треугольника.

Докажем теперь предложение:

Проективная метрика расплющенного пространства вполне 

определяется заданием длин ребер основного тетраэдра.

Пусть дано ,что при несобственной плоскооти и еди­

ничных отрезках д е  *ВР  . и Ьт  ребра основ­

ного тетраэдра Я  B C D  (рис. ЮЗ) имеют определенные длины

» t e c  и t)>c. • При этом длины ребер подобраны 
так ,что удовлетворяют условиям треугольников##/*, flCD  ,

fld D  иBDC. Указанные треугольники определяют плоскооти, ко­

торые с несобственной плоскостью пересекаются по четырем 

прямым и < Л ^. В соответствии с вышеизло­

женным каждый треугольник в определяемой им плоскости уста­

навливает метрику. Поэтому с любых вершин тетра эдра/7#Ср 

на противоположные ребра могут быть опущены перпендикуляры, 

а при помощи этих перпендикуляров -  и перпендикуляры на 

противоположные грани. Например, метрика плоскости трѳуголь- 

никаЯ £С  определяет единственный перпендикуляр В М , опущен­

ный из точки В  на прямую д с  - Ив точки же М в плоскости %CD 

может быть восстановлен единственный пе р пѳ ндик у ля р МЫ. , опре­

деленный метрикой этой плоскости. Очевидно,что плоскость# //// 

окажется перпендикулярной к плоскости^./) . В самом деле, 

плоскость В М //перпендикулярна к прямой , так как онѳ со­

держит прямые#/*/ и /// / ,  перпендикулярные к прямойЯС .  Но 

пряная %  С. лежит в плоскости Я£>с . Поэтому п л о с к о с т ь # /// /
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будет перпендикулярна к плоскости,#^!. Ясно,что такое хе 

построение можно произвести для грани Я&]> и построить плос­

к о с т ь # /^ ,  также перпендикулярную к плоскости ЯйС  . Рассмотрим 
теперь пересечение плоскостейВМЫ ъ В К й  прямойі/?о .Легко 

усмотреть,что эта прямая перпендикулярна к ллоскостя/?У>£, 

Действительно, являясь пересечением плоскостейВММи ВК Ь,  пер­

пендикулярных к п л о с к о с т н о е  прямая ВО будет перпендику­

лярной к этой плоскости. Теперь построим точку встречи (?“°  

прямой/?О с несобственной плоскостью о<'°°( как нам известно^ 
она единственна и всегда может быть построена Прямая 

и точка будут полярно сопряженными , так как они являются

сечением сопряженных прямой &0 и плоскости A B d .

Аналогично можно опустить перпендикуляры из вершин# , £  и 

С! на грани/§2)с, АВС. ъАВІ> и построить их пересечения с 

несобственной плоскостью в точках В ~ ° , ß ° f  полярно

сопряженных с прямыми Q~° и (Построения не чертеже

не показаны). Четыре пары соответственных элементов 

J)~~, т S '* с ?  <^7 определят единственный поля­

ритет на плоскости °ГГ°.

Покажем,что,/шаровая'!Л4;верхность ( существующая по извест­

ной нам теореме ) с центром в точке #  и проходящая через точку 

£■ , на ребрах т е т р а э д р а о т с е ч е т  единичные отреэки^ав- 

ные^первоначэльным единичным отрезкам. В самом деле, поляритет 

установленный соответственными парами

t**0 , ,Ѵ7  опрѳдѳлявт/,/шаровую*повѳрхность F z с центром в 

точке #  и проходящую через конец едининного отрезка 

точку Е  . Треугольник % ъЯВС о единичными отрезками Я Е %А £ ,

\

1
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ß j  , оярвдвіааі'окруж ное» *о центром в т о ч к е .

^Іаровая^поворхнос» F z к,окружность*/^шок общій центру 

к родшус tfE. Поэтому окружное» прінадіожні жаровой поверх- 

ностк р х . Аналогично покажем,что маровая поверибс» F  гіаам 

проход» чороэ единичные окружноотв в К \. , определяем!» 

треугольнмками'?£2>и/Ч/>£. Следовательно, маровая поверхность/7г 

является,единичной*и на ребрах тетраэдра отоекает те

едвнвчвме о т р е з к и %щр %дб- , ß j  , ß p  ,С 7  * при помоця 

которых ва яесобствепной плоское» был построен поляритет, 

определяющий эту маровув поверхность.

Ктав,заданна ва веообстванной плоскости °< поляритета 

раиоевльво задавив длин ребер первоначального тетраэдраЩВсР, 
Поэтому веа метрические построения в расплоченном простран­

стве могут бя» выполнены без единичной наровой поверхности 

при помощи тетраэдра с определенна« единична« отрезками его 

ребер. Это обстоятельство дает нам возможность получи» прак­

тически осуществимые построения.

Пуоть метрика расплющенного пространства задана тетраэд­

ром «несобственной плоскостью и единичными отрѳаканн

ДЕ- ЧВК ,В7  и]>Т (рис. ГО4). Требуется опре­

дели» длину 6/чн и единичный отрезок произвольного отрезка/ѴЛ'- 

пряной f k  V

Через заданную прянув проведем произвольнув плос­

кое» o(s  . этой плоскости в расплющенном пространстве соответ­

ствует определенный треугольник следов j-)WY ,  стороны которого 

су»  прямые пересечения плоскости о<г с плоокоотями ч , , чі. , ч£ i' 
По метрикам плоскостей с( ,, #г и Чу , определенных треугольниками
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Я & С %ЯТ>С и ДВ2> стороны треугольника H W V  инвют определен­

и и  длины н единичные отрезка. Пусть эта дины будут б * * , е„ѵ  

и Тогда метрика плоокості °{т определится треугольников 

HWY . В этой нвіршсе отрвэку ̂ г^ у д е т  соответствовать не­

которая дина épa .выраженная часа он /£ . Д и  построенія едн- 

нячносо отрезка надо раэдоднь/^^ѵ на а . частей вааест- 

нш  нам способен, а панно: от точи по врняой НУ о тво­

и м  соответствующий одишплА отрезок Л  раз. Подучи ряд рап­

ные отрезков^/,, {.Z , { ff  - I  ) , і в .Построй пряпуа

O h П-о я аз нвсобстванпоі точи S “°  спроежтяруеж указаний ряд 

отрезков на отрезовf^O *, • Отрезок£г ^ раздептся на П рап­

ных частей, каждая яз которых явятся его едяяячнж отрежоа. 

Один яз единичных отрезкой ,нанрнер^ / , охяожп от чю аяМ  

по отрезкуУУ.Для этого, e ja m a l отреаорУ§у еяроеятяруеы 

на пряную <2-, параляехьнув прямой ßh^O ni, я отреэожР Ч ' .  Очп- 

видно,отрезок Л/-/" .пожученный лроектярояаяяеш отрази /7'-/' жз 

точи f V “  на / /У , будет едияжчнаи отреаиоя отжааеиш о т у  

по отрезку У У *  Повторяв это отаааднаяяия ыв оодучши число, 

соответствующее ценовой длине Cm  отрезка МН.  Ддтя не

зависит от выбора вевоаоптаяьяоі яяоекяотя <УГ . В  спои  

деле .допущение противною приведет к противоречив,т.е. .что яря 

определенной метрике рѳешшцвнвою иростренсхва отрезок У  У  

имеет две дины.

Так нояет быть манерой любой отрезок іви ■ ■ ■ еевимі иросг- 

ранства. При поводи джин веко  осудествкть отпадавш и одною

отрезке по другому. Веян и р эе в п а о н т  ироетранстяа требуется 

отрезок Я В отдоить но отрезку CJ) , то дин зхою^пяарп
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только что указанным образом оба отрезка и определив для каж­

дого из них единичные отрезки, длину; tff^g надо отложить поСТ> от 

точки d  в сторону 2)  в единичных отрезках c j)  . В результате 

получим отрезок,равный отрезку^? и отложенный по отрезку CJ> .

Построения по измерению и откладыванию отрезков в расплю­

щенном пространстве можно значительно упростить соответствую­

щим подбором первоначального тетраэдра. Выше он был взят произ­

вольной формы. Но,подобрав длины ребер так,чтобы угол между 

какой-либо парой смежных граней оказался прямым, измерение и 

откладывание отрезков можно осуществить очень легко.

Построим такой тетраэдр. Пусть при определенных длинах 

ребер я в , я с  , Я Ъ  , ВС т е т р а э д р а л е н  (рис. 105)
перпендикулярами,опущенными из точек В и J> на прямую ЩС) явля­

ются прямые BE  и DF . На прямой ЯС возьмем произвольную точку 

G■ . Построим прямые E*°G и F°°& , пересекающие ребра Я В  и Я Р  

в точках J  и К • Три точки & , $ , / <  образуют некоторую 

плоскость расплющенного пространства. Ясно,что эта плоскость, 

как содержащая прямые JG- и ЗК перпендикулярные к прямойу^с , 

сама перпендикулярна к этой прямой. Однако угол У&К метри­

чески не может быть определен, так как шестое ребро B h  перво­

начально не имело какой-либо длины и единичного отрезке. Теперь 

назначим эту длину так, чтобы угол^/б-К оказался прямым. Для 

этого определим длину отрезка JA  по равенству

Разделив отрезок JK  н а /2 равных частей,получим определенный 

единичный отрезок дляЛ/(. Теперь метрика граниЯВ]> вполне 

определена треугольником З Ц К  и может быть измерена длина
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и найден единичный отрезок для отрезка ß j> . Очевидно,тетраэдр 

ZPKGr окажется искомым, т .е .  угол между гранями о{1 и <Уг  будет 

„прямым!'
При помощи такого тетраэдра гораздо проще можно определить 

длину и построить соответствующий единичный отрезок любого от­

резка , заданного точками граней о(,и с#2 .

Например, измерим произвольный отрезок м ы , принадлежащий

прямой >Ѵч-,
Для этого, построим прямоугольный треугольник /Ѵс(г РА6(, .

По этому треугольнику (зная длины сторон Р  и N ^ p  по метри­

ка* граней и ) ,  исходя из соотношения

Л Ц  Ы ъ  = П

определим длину отрезка Мі і Ы^г . Разделив этот отрезок на П 

равных частей и отложив полученный единичный отрезок по отрезку 

МЫ ( известным из предыдущего нам способом),получим искомую 

его длину

Указанный тетраэдр дает возможность также легко опреде­

лять длины вырожденных отрезков. Нам известно, что в расплющен­

ном пространстве, определенном те тр ѳ эд р о ы ^ б і) , точками JV,и 7уг 

задается вырожденный отрезок JV«Z-jj. Если при помощи прямой$ 4 іЕ  

из точки J V /на ребро Я  С. опустить-перпендикуляр и точку V

его встречи с этим ребром соединить прямой с точкой7^4 , то по­

лучим прямоугольный треугольник JVy У с прямым углом в точке ^  . 

Для этого треугольника отрезок -for* является гипотенузой, а 

потому по соотношению

JVy ^ г . = ^ ^4V Ѵх-+7ё(гУ t=
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получим его длину é  = / 2. .  Разделить отрезок JV» 7^, на Л. 

равных частей , для построения его единичного отрезка, как 

указывалось выше, возможно путем проектирования вырожден­
ной плоскости треугольника JV, на какую-либо невырожден­

ную плоскость.

Таким образом, мы показали,что, не прибегая к единична! 

шаровым поверхностям и окружностям, в расплющенном простран­

стве в самом деле могут быть измерены и отложены любые отрезки, 

если будут заданы длины и единичные отрезки ребер первоначаль­

ного, определяющего расплющенное пространство,тетраэдра.

Рассмотрим некоторые особенности и частные случаи задания 

"метрики расплющенного пространства.

Как было показано, выбрав в расплющенном пространстве неко -  
торую плоскость и приняв ее за несобственную, при соответ­

ствующей поляритете на ней мы тем оамым задаем определенную 

метрику расплющенного пространства. Эта метрика на каждой плос­

кости определяет некоторую , вообще говоря, проективную мет­

рику. Однако среди всех плоскостей можно указать плоскости, 

метрика которых аффинная.

Это обстоятельство объясняется тем, что расплющенное прост­

ранство мы строим на евклидовой плоскости^дополнѳнной несоб­

ственными элементами,вследствие чего среди всех плоскостей 

расплющенного пространства одна является иа фактически несоб­

ственной.

Так, если расплющенным тетраэдром/7 ^ - ?  (рис. 106) не 
плоскости чертежа определено расплющенное пространство,то 

вырожденная плоскость .определенная тремя необоснованны« 

точками ребер Д 8  , , 7ID явится фактически несобствен?
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ной. Среди всех прямых плоскости Ы. °° прямая / - “f i e  перѳооче 

ния с плоскостью о( окажется фактически несобственной.

Пусть теперь на плоскости задан поляритет о мнимой 

фундаментальной кривой (поляритет, как было показано, монет 

быть задан при помощи указания длин ребер т е т р а э д р а л е н  и 

единичных отрезков для них). Тогда определенная этим поляри­

тетом на прямой Е °° F 0 0 инволюция, на каждой плоскости, прохо­

дящей через эту прямую, определит аффинную метрику, ибо для 

таких плоскоотей несобственная прямая будет на самом

деле несобственной.

Легко заметить, что плоскостями, на которых заданной метри­

кой расплющенного п р о с т р а н с т в е н е н  определяется аффинная 

метрика, будут все плоскости o r '/ ,  о(г  , . . .  и т .д . парал­

лельные несобственной плоскости^“? В частном случае аффинные 

метрики плоскостей с<л , , о/  ̂ . . .  и т .д . могут совпасть с

обиновѳнной евклидовой метрикой, если заданная т е тр а эд р о м ъ * ^  

метрика на сторонах треугольников и т .д .

определит единичные отрезки фактически одинаковой длины.

Покажем,что такой случай на самом деле может иметь место. 

Действительно,построение расплющенного пространства начнем с 

расплющенного т е т р а э д р а ^ ? Н{ &3 и несобственной плоскости of"*1, 

(треугольники З г Ні 6-і  и заранее подобраны с параллель­

ными сторонами,что всегда возможно). Далее, при определении на 

плоскости ex' 00 поляритета, единичные отрезки сторон треуголь­

ника J j l l s  ( о  подберем одинаковой длины, а для р е б е р и  

4  произвольные.Теперь метрика расплющенного пространства, 

определенного тетраэдром А 3$ Hi G37 будет заданной; она на плос­

костях о(1 , Ыг 1 0(3 . . .  и т .д . определит обыкновенную мет­

рику Евклида .
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Существует еще один частный случай задания метрики рас­

плющенного пространства. Определим расплющенное пространство 

тетраэдром ЯВ CJ> (рис.107'). За несобственную плоскость при­

мем фактически нѳсоо'ственную вырожденную плоскость а

за единичные отрезки-некоторые о т р е з к и ^  ,>> , ,ß b  ,

д у ,  измеряющие ребра щ в,цс. , • . Дак как для

всех ребер несобственными точками являются фактически несоб­

ственные £  ^  £ '° ,  то обкладыванию единичных

отрезков будет соответствовать откладывание фактически одина­

ковых длин . . . и т . д . ) .

В таком случае метрики гранейЩ с , и BCD будут аффин­

ными^ потому определяемая ими метрика расплющенного простран­

ства АВСЗ> также явится аффинной.
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